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CHAPITRE

Ensembles

f! Ensemble et élément

Intuitivement, un ensemble est un regroupement d’éléments considérés comme un tout.
On note un ensemble en entourant la liste de ses éléments par des accolades.

DXC Exemples
s A =10,2,4,6,8}, B = {Oui, Non, Peut-étre} .

fg Ensemble vide

| L’ensemble qui ne contient aucun élément est ’ensemble vide et est noté @ ou { }.

g Univers

L’ensemble qui contient tous les éléments (dans un contexte donné) est 1'univers ou
I’ensemble universel et sera généralement noté €.

1.1 Appartenance et égalité d’ensembles

g Relation d’appartenance
Si z est un élément de I’ensemble S, on dit que z appartient a S et on note z € S. Dans
le cas contraire, z n’appartient pas & S et on note x ¢ S.

E! Egalité d’ensembles

| Deux ensembles A et B sont égaux, et on note A = B, s’ils contiennent les mémes éléments.

Pour définir un ensemble, deux approches principales sont possibles. La premiere, utilisable
dans les cas les plus simples uniquement, consiste a décrire un ensemble en extension, c.-a-d.
en énumérant complétement (ou partiellement lorsqu’un motif clair peut étre établi) ses élé-
ments. La seconde approche consiste a définir en ensemble en compréhension en utilisant un
constructeur d’ensembles qui spécifie une propriété satisfaite par tous les éléments recherchés
et par eux seuls.
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* Exemple

L’ensemble S des chiffres décimaux peut étre défini en extension par
S =40,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ou S={0,1,2,...,9}
et en compréhension par

S={x|zestentiecret 0<z<9} ou S={reN|0<zx<9}

1.1  Réécrire en extension chacun des ensembles proposés.
a) A= {x|x est entier et —2 < z < 5} c) C ={z| z est réel et cos(z) = 3/2}
b) B ={y |y est impair et |y| <5} d) D = {k | k est entier et k? = —k}

1.2  Ecrire explicitement chacun des ensembles proposés en énumérant ses éléments.
a) A={keN" |0<Ek<4} c) C={recZ|x*<10}
b) B={neZs|n<0} d) D = {z € R |logy(z?) = 4}

Eg Quantificateurs existentiel et universel

1) Le symbole 3, appelé quantificateur existentiel, est I’abréviation de la condition « il
existe (au moins) un ».

2) En ajoutant un point d’exclamation au symbole précédent on obtient le quantificateur
d’unicité 3! qui se lit « il existe un seul et unique ».

3) Le quantificateur universel V est, lui, 'abréviation de la condition « quel que soit » ou
« pour tout ».

1.3  Ecrire explicitement les éléments de chaque ensemble.
a) A={ne€Z|-4<n<2} c) C={zxeN|3Ine Atel que z =|n|}
b) B={n € A|n est impair} d) D={yeN|3ne Atel que y = |n|}

1.4  Décider si les appartenances suivantes sont vraies ou fausses.
a) {1} € {0,1} d) 2€{0,1,2} g) DED
b) {-1} e {{-1},{1}} e) 1e{{1}} h) 0eo
o) {1,2} e {0}, {1},{2}}  ©) 2 {{0}, {1}, {2}} i) o e{o}
1.5 Parmi les ensembles proposés, déterminer lesquels sont égaux.
A={x||z| = 2%} C={x|z=sin(kn) k € Z}
B={x|2® =1} D ={1,1,0,-1,0,1}

1.6 Parmi les ensembles proposés, déterminer lesquels sont égaux.

A={zeR||2z-3| =3} E={zeR|e*+e*=1}
B={zeR|2n(z) =In(12 — z)} F={zeR||z—3|=|zr+3|}
C={zeR|Vz-2-+Va?-8=0} G={zrecR|3*®-2.37+2 = 3%}

D={zcR|z3-622+92 =0} H={zecR|2?/(x+3)=9/(z+3)}
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1.2 Inclusion et sous-ensembles

's 7

5_5 Relation d’inclusion
L’ensemble B est inclus dans I’ensemble A, et on note B C A, si tout élément appartenant
a B appartient également a A :

BCA < (VxeB,zeA).

g Sous-ensemble

| Si B est inclus dans A, B est appelé un sous-ensemble ou une partie de A.

. J

1) Tout ensemble est sous-ensemble de lui-méme.
2) L’ensemble vide @ est un sous-ensemble de A quel que soit 'ensemble A.
)

3) Dans un contexte donné, tous les ensembles considérés sont des parties de 'univers €.

¥¢ Propriétés

g Sous-ensemble propre et inclusion stricte
Si B est un sous-ensemble de A mais n’est pas égal & A, B est dit un sous-ensemble
propre de A. Si on veut insister sur le fait que B est (ou doit étre) un sous-ensemble
propre de A (et ne peut donc étre égal a A), on pourra utiliser la notation B C A. On a

donc
BCA < BCAet B#A.

1.7 Décider si les inclusions suivantes sont vraies ou fausses.
a) {3,6} € {3,4,5,6} ) {{2}} € {{0}, {1},{2}}
b) {3} < {{35{4}, {5}t  d) {2,4} c{2,4} f)
1.8  Décider si les inclusions suivantes sont vraies ou fausses.
a) {3,6} C {3,4,5,6} d) {4}y € {{1,2},{3,4}} ¢ {2} c {2}
b) {3,4} C {3,4} e) IC O h) o c {o}
c) {2,3} < {{2},{3}} f) {otco ) oCZ

1.9  Est-il possible de trouver deux ensembles A et B tels que A € Bet AC B?

&
Q Q
N 1N
o N

1.10 Soit T l'ensemble des triangles non dégénérés du plan (c.-a-d. 'ensemble des triangles
du plan dont les trois sommets sont distincts et non alignés). Soient, encore, E le sous-
ensemble des triangles équilatéraux de T', I le sous-ensemble des triangles isoceles de T'
et R le sous-ensemble des triangles rectangles de 1. Construire un diagramme d’Euler
représentant les relations d’inclusion entre ces quatre ensembles.

1.11 Soit @ l'ensemble des quadrilateres convexes du plan. Dans (), on considere le sous-
ensemble C' des carrés, le sous-ensemble R des rectangles, le sous-ensemble P des pa-
rallélogrammes et le sous-ensemble L des losanges. Construire un diagramme d’Euler
représentant les relations d’inclusion entre ces ensembles.
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1.3 Opérations sur les ensembles

Les trois opérations ensemblistes de base sont I'union, ’intersection et le complément. Elles
correspondent aux opérateurs logiques « ou », « et » et « non ».

fﬁ Union
L’union, ou la réunion, de deux ensembles A et B, notée A U B, est ’ensemble formé
par les éléments appartenant & A ou & B (ou aux deux) :

AUB ¥ {z|z € Aouz e B}.

fg Intersection

L’intersection de deux ensembles A et B, notée A N B, est ’ensemble formé par les
éléments appartenant & A et & B :

ANB € {z|zeAetzec B}.

5 Ensembles disjoints
Deux ensembles A et B sans éléments communs, c.-a-d. tels que AN B = &, sont dits
disjoints.

ﬁ Complément

Le complément de l'ensemble A, noté A, est I’ensemble formé de tous les éléments de
I'univers 2 n’appartenant pas a A :

AL {zeQ|z¢ A

A Taide des trois opérations de base, on définit deux autres opérations courantes : la différence
et la différence symétrique (cette derniere correspond a l'opérateur logique « ou exclusif »).

ﬁ Différence
La différence de deux ensembles A et B, notée A\ B, est ’ensemble formé des éléments
appartenant a A mais pas a B :

A\B ¥ {z|zecAetx¢ B} =ANB.

fg Différence symétrique

La différence symétrique de deux ensembles A et B, notée A A B ou parfois AP B, est
'ensemble formé des éléments appartenant soit & A soit & B mais pas aux deux. A l'aide
des opérations précédentes, elle peut étre définie par

AAB ¥ (AUB)\ (ANB)

ou par

AAB € (A\B)U(B\A).
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Union : AUB Intersection : AN B Complément : A
Q Q Q
Différence : A\ B Différence symétrique : AA B
Q Q

Figure 1.1 — Illustration des opérations ensemblistes a ’aide de diagrammes de Venn.

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

Les surfaces pleines représentent le résultat des différentes opérations.

Pour les ensembles A = {1,2,3,4}, B=1{1,5,9} et C ={1,3,7,11}, calculer

a) AUB d) B\4 g) A\C

b) ANB e) (AUuB)NC h) (A\C)\ B

c) A\ B f) Au(BnNC) i) A\ (C\ B)

Pour les ensembles A = {1,2,3,4,5,6}, B={4,5,6,7,8,9} et C = {1,3,5,7,9}, calculer
a) AANB b) BAA c) CAC d) CAo

Pour les ensembles A = {1,2,3,4,5,6}, B={4,5,6,7,8,9} et C = {1,3,5,7,9}, calculer
a) AN(BAC) d) (AUB)A(AUCQC)

b) (AAB)AC e) AN(BACQC)

c) AU(BAC) f) (ANB)A(ANC)

Dans chacun des cas suivants, déterminer quelle condition (la plus générale possible)
doivent vérifier les ensembles A et B pour que 1’égalité ou l'inclusion soit vérifiée.

a) AUB=A e) AA\B=B\A

b) AnNB=A f)y AUBCANB

c) A\B=A g) A\(A\B)=A\(B\ 4)
d) AnB=BnA h) AAB=A

Dans chaque cas, établir un diagramme de Venn correspondant a 1’ensemble proposé.

a) B\(AAC) b) (AAB)N(AAC)

Propriétés des opérations ensemblistes

Les principales identités vérifiées par les trois opérations ensemblistes de base sont résumées
dans la table 1.1 ou A, B et C sont trois sous-ensembles d’un méme univers €.



6 Chapitre 1 — Ensembles

J.-F. HECHE

Table 1.1 — Principales propriétés des trois opérations ensemblistes de base.

Identité Nom
AU(BUC)=(AUuB)UC

Associativité
AN(BNC)=(AnB)nC
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO)

Distributivité
AU(BNC)=(AUuB)N(AuUQ)
AUB=BUA

Commutativité
ANB=BnNnA
AUB=ANB

_ De Morgan

ANB=AUB
AUANB)=A

Absorption
AN(AuB)=A
A=A Involution
AUA=A ANA=A Idempotence
Aug =A AN =A Identité
ANg =0 AUuQ=0Q Domination
AUA=Q ANA=0 Complémentarité

1.17 Vérifier la deuxiéme loi de De Morgan : AN B =AUB

a) a l'aide de diagrammes de Venn,

b) a l’aide d’une table d’appartenance,

¢) en montrant que chaque coté de I’égalité est un sous-ensemble de I'autre.

1.18 Soient A, B et C trois ensembles (dans un univers §2). Vérifier I'identité

A\ (BUC) = (A\B)N(A\C)

a) a l'aide de diagrammes de Venn,

b) a laide d’une table d’appartenance,

c) a laide des définitions et des propriétés des opérations sur les ensembles (préciser a
chaque transformation la définition ou la propriété utilisée).

1.19 Soient A et B deux ensembles (dans un univers ), simplifier les expressions suivantes en
utilisant les définitions et les propriétés des opérations ensemblistes. Préciser a chaque
transformation la définition ou la propriété utilisée et vérifier vos résultats a l'aide de

diagrammes de Venn.

a) A\ (4\ B) b) (A\B)AB

¢) AU(B\ 4)

d) An(B\ A)

1.20 a) Ladifférence est-elle une opération commutative 7 En d’autres termes, a-t-on toujours

A\B=B\A

quels que soient les ensembles A et B ?
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b) La différence est-elle une opération associative 7 En d’autres termes, a-t-on toujours
A\ (B\C)=(A\B)\C
quels que soient les ensembles A, B et C'7

1.21 a) La différence symétrique est-elle une opération commutative ? En d’autres termes,
a-t-on toujours

AANB=BAA

quels que soient les ensembles A et B ?

b) La différence symétrique est-elle une opération associative 7 En d’autres termes, a-t-
on toujours

AABAC)=(AAB)AC

quels que soient les ensembles A, B et C'7

Dans laffirmative, comment peut-on définir la différence symétrique de trois en-
sembles et plus généralement de k ensembles ?

1.22 Vérifier, a ’aide d’une table d’appartenance si la différence ensembliste est distributive
par rapport a 'union.

1.4 Cardinal d’'un ensemble fini

ﬁ Ensemble fini

Un ensemble est fini s’il contient n éléments distincts ol n est un entier non négatif. Dans
le cas contraire, 'ensemble est infini.

f! Cardinal d’un ensemble

Le cardinal, ou la cardinalité, d’un ensemble fini A, notée |A|, est égal au nombre
d’éléments distincts formant I’ensemble A.

Certains auteurs préferent les notations Card(A) ou #(A) pour désigner le cardinal de I'en-
semble A.

1.23 Pour chacun des ensembles suivants, déterminer s’il est fini ou non. Dans 'affirmative,
donner son cardinal.

a) A = {entiers a la fois pairs et impairs} c¢) C = {réels positifs et inférieurs a 1}

b) B = {cantons suisses} d) D={zeR|cos(x)=—-1}

1.24 Déterminer le cardinal des ensembles

a) {4} c) {4,{4}} c) @ g) {2, {4}}
b) {{4}} d) {4, {4},{44}} ) {9} h) {4, {4}, {4, {4}}}
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1.25 Soient A et B deux ensembles finis vérifiant |A| = 26 et |B| = 6. Déterminer le cardinal
de AU B si

a) A et B sont disjoints b) [ANB| =3 c) [ANB|=10

1.26 Principe d’inclusion-exclusion pour 2 ensembles

Soient A et B deux ensembles finis. Déterminer une formule permettant de calculer
|AU B| a partir de |A|, |B| et |AN BJ.

1.27 Principe d’inclusion-exclusion pour 3 ensembles

Généraliser le résultat de 'exercice précédent au calcul du cardinal de I'union de trois
ensembles finis A, B et C.

1.28 Soient A et B deux ensembles finis. Déterminer une formule permettant de calculer
|A A B| a partir de |A|, |B| et |[AN B].

1.29 Généraliser le résultat de l'exercice précédent au calcul du cardinal de la différence
symétrique de trois ensembles finis A, B et C.

1.5 Ensemble des parties

5_5 Ensemble des parties
La collection de tous les sous-ensembles d’un ensemble A définit ’ensemble des parties
de A et est notée Z(A) :

PA) € {X|XCA.

* Exemple
§ L’ensemble des parties de I’ensemble {Oui, Non} est

Z({Oui,Non}) = {&, {Oui}, {Non}, {Oui,Non}} .

¥ Théoréme
| Pour un ensemble fini A on a

|2A)] =24,

1.30 Déterminer ’ensemble des parties des ensembles
a) {0} b) {x,y,z} c) @ d) 2({0})

1.31 Soit A un ensemble non vide de cardinal n. Combien de sous-ensembles propres et non
vides possede 'ensemble A 7

1.32 Dans une classe d’un college, on compte 17 éléves dont 7 qui portent des lunettes.
Combien de groupes non vides et formés uniquement d’éléves de la classe ne portant pas
de lunettes peut-on définir ?
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1.33 Un club de passionnés de sports aériens compte 25 membres possédant tous une licence
de deltaplane, de parapente ou de parachutisme (au moins une parmi les trois). Au total
on dénombre 45 licences dans le club pour ces trois sports. On sait également que 8
membres ont au moins leurs licences de deltaplane et de parapente, 10 ont au moins
celles de parapente et de parachutisme alors que 7 ont au moins celles de deltaplane et
de parachutisme.

a) Modéliser la situation et retranscrire les informations fournies a l’aide du langage
ensembliste.

b) A T'aide de votre modélisation et en détaillant et commentant correctement votre
démarche, déterminer combien de groupes d’au moins deux membres du club mais
composés uniquement de personnes possédant les 3 licences il est possible de former.

1.34 Pour les ensembles A = {0,1} et B = {—1,1}, déterminer

a) Z(A) c) Z(AUB) e) Z(ANB)

b) Z(B) d) Z(A)UX(B) f) 2(A)n P (B)
1.35 Pour les ensembles A = {0,1} et B = {—1,1}, déterminer

a) {XCA|XeHAB)} c) {X|XeZANADB)}

b) {X € Z(A) | X C B} d){XCB|X¢Z(A)}

1.36 Pour deux ensembles quelconques A et B, comparer (y a-t-il égalité ? inclusion ?)
a) Z(AUB) et Z(A)U X (B) b) Z(ANB)et Z(A)N P (B)

1.37 Soient A et B deux ensembles finis. Sous quelle condition (la plus générale possible)
a-t-on

P(A)\ P(B) = P(A\ B) ?

1.6 Produit cartésien et n-uples

fg n-uple

Un n-uple ou n-uplet est une liste ordonnée de n éléments. On note un n-uple en entou-
rant la liste de ses composantes par des parentheses : (ai,as,...,a,).

La taille d’un n-uple est égale au nombre n de ses composantes.

ﬁ Couple et triplet

Un couple est un 2-uple, c’est-a-dire une paire ordonnée de deux éléments, alors qu’un
triplet est un 3-uple.

ﬁ Produit cartésien
Le produit cartésien de deux ensembles A et B, noté A x B, est I’ensemble de tous les
couples (a,b) ou la premiére composante est un élément de A alors que la seconde est un

élément de B :
AxB ¥ {(a,b)|ae Abe B}.
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¢ Théoréme

Si A et B sont deux ensembles finis, on a

|Ax B|=|A]-|B].

Le produit cartésien A x B x C' de trois ensembles est ’ensemble de tous les triplets (a, b, c)
aveca € A, b € Betc e C. Plus généralement, le produit cartésien des ensembles Ay, Ao, ..., A,
est

A x Ag x ... x A, def {(al,ag,...,an)|ai€Ai,i:1,2,...,n}.

ﬁ Puissance d’un ensemble
Pour tout entier positif n, le produit cartésien de I’ensemble A avec lui-méme n fois définit

la n® puissance de A :
A" E AxAx---xA.

n facteurs

1.38 Pour les ensembles A = {a,b,c}, B = {x,y} et C ={0,1} calculer

a) Ax B c) Ax BxC e) Cxo
b) B x A d) C?>x B f) C x {@}

1.39 Soient S ={0,1,2}, T'= {1} et U = {2,3}. Déterminer
a) |T x Ul b) 1% c) [Sx 2(U)] d) [2(T) x 2(U)]

1.40 Sous quelles conditions sur les ensembles A et B a-t-on A x B=B x A?

1.41 On considére la droite réelle R et les intervalles fermés I = [1,5] ={z e R |1 <z < 5}
et J =[2,3] = {x € R| 2 < z < 3}. Représenter, dans le plan R? muni d’un repére, les
ensembles

a) IxJ b) I xR c) 1%\ J?

1.42 Soient A = {1,3,4,6} et B = [2,4] = {x € R | 2 < 2 < 4}. Représenter, dans le plan R?
muni d’un repere, les ensembles

a) Ax B b) Rx A c) BxXZ

1.43 Soient les ensembles

1) A={1,2,3,4,5}, 4) D ={2,3,4},
2) B=[1,5]={zeR|1<x<5}, 5) E=24={zeR|2<z <4}
3) C=]1,5[={zeR|1<x<b}, 6) F=2,4={zeR|2<z<4}

A T’aide de ces ensembles, et uniquement de ceux-1a, exprimer chacun des ensembles
de la figure 1.2.
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Figure 1.2 — Ensembles de I’exercice 1.43.

1.7 Exercices supplémentaires et récapitulatifs

1.44

1.45

1.46

1.47

1.48

1.49

1.50

1.51

1.52

Si A ={1,2,3}, déterminer tous les éléments de I’ensemble
S={XCA|leX}.
Sixz € yetyé€ z, peut-on en déduire que x € z7
SiSCTetT CU, peut-on en déduire que S CU?
Si S C T, peut-on en déduire que Z(S) C Z(T)?
Décider — en justifiant votre réponse — si 'affirmation suivante est vraie ou fausse.
Si A et B sont deux ensembles finis et disjoints, alors P(A) et P(B) sont disjoints.

Pour chacune des affirmations suivantes, décider si elle est vraie ou non.

a) 1e{1,{1},2,{2}} d) 2({1}) € {1,2.{1},{2}} g (2.9) € 2”
b) {1,2} € {1,{1},2,{2}} ¢ € 2({1}) h) {0,1} € 2({0,1})
o) {12} <{1,{1},2,{2}} ©) {a} Cc Z({1}) i) {0,1} ¢ 2({0,1})

Soit l’ensemble A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} des chiffres décimaux. Pour chacune des
affirmations suivantes, décider si elle est vraie ou non.

a) {3} €4 e) 9€ A i) {{3,9},{3,3}} € 2(A)
b) {{0,2},{4}} e 2(4) ) {o} € 9?’( ) ) {(.5)} € A7

c) {gtc4 g) (7,7) € k) (1,5,9) € A°

d) (1,7) € A2 h) {(1, 7)} C P(A?) ) {2,-1,0} C A

Soit I'ensemble A = {0,2,4,6,8}. Parmi les ensembles A, A%, P(A), 2(A)? et P(A?),
a) lesquels admettent {4} comme élément ?
b) lesquels admettent {(2,6)} comme sous-ensemble ?

c) lesquels admettent ({8},{8}) comme élément ?

)
)
d) lesquels admettent @ comme sous-ensemble 7
e) lesquels admettent {@} comme élément ?

)

f) lesquels admettent {{0,8}} comme sous-ensemble ?

Soit A = {1,2,3,4,5}. Parmi les ensembles A, A2, 2(A), P (A?%), P(A)? et 2(P(A)),

a) lesquels admettent (3,5) comme élément ?
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1.53

1.54

1.55

1.56

1.57

b) lesquels admettent {{4,1}} comme sous-ensemble ?
c) lesquels admettent {{3},{5}} comme élément ?

d) lesquels admettent {(4,2)} comme sous-ensemble ?

)

)

)
e) lesquels admettent @ comme élément ?
f) lesquels admettent {1,3} comme sous-ensemble ?
g) lesquels admettent ({4, 3}, {@}) comme élément ?
)

h) lesquels admettent {&,{5}} comme sous-ensemble ?

Soit A = {1,3,5,7,9} l'ensemble des chiffres impairs. Dans chacun des cas qui suivent,
décider si le losange peut étre remplacé par une appartenance, une inclusion, les deux
ou aucune des deux.

a) AO P(A) e) Z O R?

b) {3,9} 0 A f) {@} 0 Z2(2(A))

) AON g) {{3,51,{1.7.9}} 0 2(4)
d) @O 2(A) h) {(1,3,7)} O A2

Une société de développement informatique a passé une annonce pour recruter un nou-
veau développeur. Afin d’aider le responsable des ressources humaines de la société, les
noms des candidat.e.s ont été introduits dans une base de données et les trois listes
suivantes ont été créées :
> une liste A contenant les noms des candidat.e.s ayant déja fait du développement
sous Linux,

> une liste B contenant les noms des candidat.e.s ayant déja fait du développement
sous MacOS,

> une liste C' contenant les noms des candidat.e.s ayant déja fait du développement
sous Windows.

Formuler & I’aide du langage ensembliste (c.-a-d. a l’aide des opérations sur les ensembles)
une requéte permettant au responsable des ressources humaines de sélectionner tous
les candidat.e.s qui n’ont de 'expérience de développement que sous un seul systeme
d’exploitation.

Dans une classe, un sondage a montré que les trois activités sportives les plus pratiquées
sont l'aikido (pratiqué par un sous-ensemble A des étudiant.e.s), le bare foot (sous-
ensemble B) et la chute libre (sous-ensemble C'). En utilisant les opérations sur les
ensembles, proposer une formule permettant de calculer, & partir des sous-ensembles A,
B et C précédents, 'ensemble D des personnes pratiquant exactement deux de ces trois
activités sportives.

Dans chacun des cas suivants, déterminer (et justifier) quelle condition, la plus générale
possible, doivent satisfaire les ensembles A et B pour que ’égalité soit vérifiée.

a) ANB=0 b) A\ (A\B) =B ¢) |[AUB| = |A| + B

Déterminer les trois parties A, B et C de N vérifiant

>1leA > ANB¢ZC
> {2,4}NB=92 > BUCZA
>3cANBNC > AUBUC =1{1,2,3,4}

>4ecANC
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1.58

1.59

1.60

1.61

1.62

1.63

1.64

1.65

Déterminer les éléments de I'univers €2 et ceux de ses trois sous-ensembles A, B et C' en
sachant que

> AUBUC ={1,8,12} > AUB =1{2,3,4,5,7,9}
> BNC =0 > AUC =1{2,3,4,5,6,10,11}
> ANC = {5} > B ={1,2,5,6,8,10,11,12}

Détailler clairement chaque étape de votre résolution.

Dans un groupe de 26 personnes, 9 n’ont ni piercings ni tatouages alors que, parmi les
12 personnes tatouées, 4 ont également des piercings. Combien de personnes du groupe
ont-elles des piercings (peu importe qu’elles aient également des tatouages ou non) ?

a) Modéliser la situation et retranscrire les informations fournies a l’aide du langage
ensembliste.

b) A Taide de votre modélisation et en détaillant, expliquant et commentant correcte-
ment votre démarche de résolution, déterminer le nombre de personnes du groupe
ayant des piercings

Pour les ensembles A = {0,1,2,3,4,5} et B = {0,2,4,6,8}, déterminer le cardinal des
ensembles

a) P(ANB) b) Z2(AUB) ¢) (AN 2(B) d) P(A)UP(B)

INDICATION. Utiliser les résultats des exercices 1.26 et 1.36.

Soient A, B et C trois ensembles (dans un univers Q), montrer que AU BU C = ANBNC
a) a l'aide de diagrammes de Venn,
b) a laide d’une table d’appartenance,

¢) en montrant que chaque coté de I’égalité est un sous-ensemble de l'autre.

Soient A, B et C trois ensembles (dans un univers €2). Décider si I'identité suivante est
valide ou non a l'aide d’une table d’appartenance.

AUBAC)=(AAB)U(AAC).

Soient A et B deux ensembles (dans un univers ), vérifier I'identité suivante en utilisant
les définitions et les propriétés des opérations ensemblistes. Préciser & chaque transfor-
mation la définition ou la propriété utilisée.

ANB=ANAB.
Soient A et B deux ensembles vérifiant
|[A|=7, |B|=6 et |AAB|=5.

Déterminer, en précisant les étapes intermédiaires de calcul,

a) |[AN B, b) [A* x B, c) |Z2(B)], d) |Z2(A)u Z(B)|.
Soient A et B deux ensembles vérifiant
|A|=8, |B|=10 et |AUB|=12.

Déterminer, en expliquant et en détaillant les étapes intermédiaires de calcul,
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a) [B\ Al, b) |Ax B, c) |2(A)]; d) |2(A4) A 2(B)|.

1.66 Soient les ensembles I = [0,4] ={z e R|0<z <4}, J=[23[={z eR|2< 2z <3}
et K = {0,2,4}. Représenter dans le plan R? muni d’un repére les ensembles

a) I x K b) K xR, c) I*\ (R x J)
1.67 Soient les ensembles

1) A=1{1,2,3,4}, 4) D ={2,3},

2) B=[1,4 ={xzeR|1<z<4}, 5) E=[23]={zeR|2<z <3},

3) C=1,4={xzeR|1<z<4}, 6) F=123[={zeR|2<z <3}

a) Représenter, dans le plan R? muni d’'un repére cartésien, les ensembles

i) (C\ F)x D, ii) (B x E)A(E x B).

b) A P'aide des ensembles proposés, et uniquement de ceux-la, exprimer 1’ensemble re-
présenté ci-dessous.

Yy
4,,
3,,
2,,
1,,
1 1 1 1
1 2 3 4 T
1.68 Soient les ensembles
1) A={1,2,3,4}, 4) D ={2,3},
2) B=[1,4 ={xzeR|1<z<4}, 5) E=[23]={zeR|2<2x <3},
3) C=1,4={zeR|1<z<4}, 6) F=]23[={z€eR|2<z<3}.

Représenter, dans le plan R? muni d’un repére cartésien, les ensembles
a) AxF, b) A%\ C?, c) (BAE).

1.69 Pour les quatre ensembles

A={0,1}, B={-1,1}, C={-2,0,2} et D={0,2,4}

déterminer
a) Z(B), c) (D\C)x (AUB),
b) AABACAD, d){XCD|X ¢ 20O}

1.70 Pour A et B deux ensembles finis de cardinal respectif n et m, déterminer le cardinal de

a) P(Ax B) b) P2(A) x P(B) ¢) P(A%), k> 1

1.71 Paradoxe de Russell
Soit S I’ensemble contenant tous les ensembles X qui ne sont pas éléments d’eux-mémes :

S={X|X¢X}.
a) Pour chacun des ensembles X suivants, décider s’il appartient ou non a S :

X=92, X={O0ui,Non}, X={1,{1}}, X=N.
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b) Montrer que l'affirmation S € S conduit & une contradiction.
¢) Montrer que laffirmation S ¢ S conduit, également, & une contradiction.
1.8 Solutions d’exercices choisis
1.1 a) A={-1,0,1,2,3,4,5} ) C=2
b) B={-3,-1,1,3} d) D={-1,0}
1.2 a) A=1{1,2,3,4} c) C={-3,-2,-1,0,1,2,3}
b) B=g d) D ={-4,4}
1.3 a) A={-3,-2,-1,0,1,2} ) C={0,1,2,3}
b) B={-3,-1,1} d) D=10,3}
1.4 a) {1} ¢{0,1} d) 2€{0,1,2} g) ¢
b) {1} e {{-1},{1}} e) 1¢{{1}} h) 0¢ @
o) {12y ¢ {{0}, {1}, {2}}  f) 2¢ {{0},{1},{2}} i) @ e{a}
1.5 A=B=D={-1,0,1} mais C = {0}
1.6 A=D={0,3}, B=C=G=H={3}, E=2et F={0}
1.7 a) {3,6} € {3,4,5,6} c) {{2}} € {0}, {1},{2}} ) @ CZ
b) {3} € {3}, {4}, {5}}  d) {2,4} ©{2,4} foco
1.8 a) {3,6} C {3,4,5,6} d) ({4} 2 {{1,.2},{3,4}} ¢ {2} {2}
b) {3,4} ¢ {3,4} e) ¢ O h) @ C {0}
c) {2,3}  {{2},{3}} f) {o} 2o i) ocCZ
1.9  Oui, par exemple A = {1} et B ={1,{1}} ou, plus simplement, A = @ et B = {&}.
1.12 a) AUB=1{1,2,3,4,5,9} d) B\ A=1{5,9} g) A\ C =1{2,4}
b) ANB = {1} e) (AUB)NC ={1,3} h) (A\C)\ B ={2,4}
c) A\ B={2,3,4} f) Au(BNC)=1{1,2,3,4} i) A\ (C\ B)=1{1,2,4}
1.13 a) AAB={1,2,3,7,8,9} c) CAC =0
b) BAA={1,2,3,7,8,9} = AAB d CArog=C
1.14 a) AA(BAC)=1{2,5,8} d) (AUB)A(AUC) ={8}
b) (AAB)AC ={2,5,8} e) AN(BAC)={1,3,4,6}
¢) AU(BAC) ={1,2,3,4,5,6,8} f) (ANB)A(ANC) = {1,3,4,6}
1.15 a) BCA c) ANB=2 e) A=B g) ACB

b) ACB d) Toujours vrai f) A=B h) B=o
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ANB ANB

|
|
|
-

o]

Figure 1.3 — Vérification de la deuxiéme loi de De Morgan : AN B = AU B a laide
de diagrammes de Venn. Les surfaces pleines représentent le résultat des
différentes opérations. La validité de la loi résulte de I’égalité des deux

diagrammes de droite.

a) B\ (AA0C) b) (AAB)N(AAC)

A A
2% %8

1.17 a) Voir figure 1.3.

b) L’identité est vraie car les colonnes 4 et 7 de la table d’appartenance qui suit sont

identiques.
A|B|AnB|AAB | A|B|AUB
010 0 1 111 1
011 0 1 110 1
110 0 1 01 1
11 1 0 00 0

¢) Premiérement, supposons que z € AN B. Il s’en suit que x ¢ AN B, c’est-a-dire que
x ¢ Aouxz ¢ B. Dit autrement, z € Aouz € B. Ainsiz € AUBet ANBC AUB.

Supposons maintenant que z € AUB. On doit avoir z € Aoux € B, c-a-d. x ¢ A ou
x ¢ B. 1l sen suit que z ¢ AN B et donc x € AN B. Ceci montre que AUBC ANB
et la propriété est vérifiée.
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1.18 b) L’identité est vraie car les colonnes 5 et 8 de la table d’appartenance qui suit sont

identiques.

Q

AN (

C
8
BN
Sy

Q

(A\B)N(A\C)

H R R R OOO O
—_—_ 0 o=~ OOolW

R orRror oo

— == O = == O C

cocooroocoom
OO = M= OO o ol—

O = O = OO o OoO—

oo~ OOCOOoOD

c) L’identité A\ (BUC) = (A\ B)N(A\ C) est vraie car on a d’une part

A\ (BUC)

et d’autre part

(A\B)N(A\C) = (AN

1.19 a) A\ (A4\ B)

I
AN
o)
o]
o)

b) Premier développement :

(A\B)AB

(ANB)AB
((AnB)\ B
(AHEQE)
ANB)U
le?%u
(AHE)U
(AQE)UB
(AuB)N (B
(AUB)NQ
AUB

(définition de la différence : S\ T =SNT)
(1% loi de De Morgan)
(associativité de l'intersection)

(déf. de la différence)

(associativité de 'intersection)

C  (commutativité et associativité de M)
(idempotence : AN A= A)

définition de la différence : S\ T = SNT)
2¢ loi de De Morgan)

involution)

complémentarité)

identité)

(
(
(
B) (distributivité de N)
(
(

(déf. de la différence)
(déf. de la différence sym.)
(déf. de la différence)
(idempotence : BN B = B)
(De Morgan)
(involution : B=B )
(absorption)
(distributivité de U)
(complémentarité)

(

identité)
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1.20

1.21

1.22

2)

Autre développement possible :

(A\B)AB = (AnB)AB (déf. de la différence)
= ((AnB)\B)U(B\(ANB)) (déf. de la diff. sym.)
= (AnBnB)u(BN(AND)) (dét. de la différence)
= (AN E) U (B N m (idempotence)

(ANB)UB)N((ANB)U(ANB)) (distributivité de U)
( (ANB)U B) nQ (complémentarité)
(ANB)UB (identité)
= (AuB)N(BUB) (distributivité de U)
(AUB)NQ (complémentarité)
= AUB (identité)

Non, la différence de deux ensembles n’est pas une opération commutative. Les
points ¢) et d) de 'exercice 1.12 fournissent un contre-exemple. Plus généralement,
selon le point e) de 'exercice 1.14, on a A\ B = B\ A uniquement dans le cas ou les
ensembles A et B sont égaux.

Non, la différence ensembliste n’est pas associative. Les points h) et i) de lexer-
cice 1.12 fournissent un contre-exemple.

Oui, la différence symétrique de deux ensembles est une opération commutative. Cela

découle de la définition méme de 'opération, la construction « soit ...soit ... » étant
commutative.
Oui, la différence symétrique est une opération associative. Pour trois ensembles,

le résultat est formé des éléments appartenant a un seul de ces ensembles ou aux
trois. Plus généralement, pour k ensembles, leur différence symétrique est
formée des éléments appartenant & un nombre impair de ces ensembles et
uniquement a un nombre impair.

La différence ne se distribue pas, a gauche, sur I'union comme le montre la table d’ap-
partenance qui suit dont les colonnes 5 et 8 ne sont pas identiques.

A|B|C||BUC|A\(BUC)|[A\B|A\C|(A\B)U(A\C)
ojojo] o 0 0 0 0
olo|1| 1 0 0 0 0
ol1]|of 1 0 0 0 0
o1 |1 1 0 0 0 0
1{ojo] o 1 1 1 1
1o 1 0 1 0 1
1]1]o] 1 0 0 1 1
111 1 0 0 0 0

En revanche la différence se distribue, a droite, sur I'union comme le montre la table
d’appartenance qui suit dont les colonnes 5 et 8 sont identiques.

A|B|C|AUB|(AUB\C | A\C|B\C|(A\C)U®B\C)
01010 0 0 0 0 0
0]01|1 0 0 0 0 0
0]11]0 1 1 0 1 1
0|11 1 0 0 0 0
11010 1 1 1 0 1
1101 1 0 0 0 0
1(11]0 1 1 1 1 1
1111 1 0 0 0 0
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1.23

1.24

1.25
1.26
1.27
1.28
1.29

1.30

1.31
1.32

1.33

1.34

1.35

1.36

) Aestfini(A=2)et |4 =0
b) B est fini et |B| = 26
c) C est infini (C = ]0,1])
d) D estinfini (D ={z |z = (2k+1)m, k € Z})
)
)
)
)

a) [{4}] =1 e) |2[=0

b) [{{4}}l =1 f) {o} =1

c) [{4,{4}}[ =2 g) {o,{4}}] =2

d) {4, {4}, {4,4}}[ =2 h) {4, {4}, {4, {4}}}] =3

a) 32 b) 29 c) Données incohérentes
|AUB| = |A| +|B| - |[AN B]

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC]|
|JAAB| = |A|+ |B| - 2|AN B|
JAANBAC|=|A|+|B|+|C|=2ANB|-2|ANC|—-2/BNC|+4ANBNC|
) 2({0}) ={2,{0}}
b) Z({x,y,2}) ={@, {x}, {v}, {z}, {x. v}, {x 2}y, 2}, {x, v, 2}}
c) 2(9)={2}

) 2(2({0})) = 2 ({2,{0}}) = {2,{2}, {{0}},{2,{0}}}
L’ensemble A possede 2™ — 2 sous-ensembles propres et non vides.

Il est possible de former 1023 groupes non vides ne comprenant que des éleves ne portant
pas de lunettes.

Il existe 26 groupes de cardinal au moins égal a deux et composés uniquement de membres
du club possédant les 3 licences.

a) P(A) ={2,{0},{1},{0,1}}

b) Z(B) = {2, {1}, {1}, {-1,1}}

¢) (AU B) = {2, {-1},{0}, {1}, {-1,0},{-1,1},{0,1},{-1,0,1}}
d) gZ( ) ( )_{@ {_1}7{0}7{1}7{_171}7{07 1}}
e) Z(ANB)={2,{1}}

f)y 2(A)n2(B) = {2,{1}}

a) (X CA[X e 2(B)} ={2,{1}}

b) C’est le méme ensemble qu’au point a)

c) C’est le méme ensemble qu’aux points a) et b)

d) {X € B| X ¢ 2(A)} = {{-1}}

a) Quels que soient les ensembles A et B on a toujours

P(A)UP(B)C Z(AUB)
car on a la suite d’équivalences et d’implications

XeZ2A)UHB) «— XecPAouXeHB) <— XCAouXCB
— XCAUB — XeZAUB).

Mais il n’y a pas égalité en général (voir les points c) et d) de I'exercice 1.34 pour un
contre-exemple). En fait il y a égalité si et seulement si 'un des deux ensembles est
inclus dans l'autre car s'il existe a € A\ B et b € B\ A, la paire {a, b} est un élément
de Z(A U B) mais pas de Z(A) U Z(B).
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1.37

1.38

1.39

1.40

1.41

1.43

1.44
1.45
1.46

1.47

1.48

b) Quels que soient les ensembles A et B on a toujours
PANP(B)=X(ANB)
car on a la suite d’équivalences
XeZANHB) «— XecPZAeaaXecHB) < XCAetXCB
<~ XCANB —= XecZANnDB).

Il n’y a jamais égalité car, quels que soient les ensembles A et B, I’ensemble vide est
toujours élément de Z?(A \ B) mais n’est jamais élément de Z(A) \ Z(B).

a) Ax B ={(a,z),(a,y),(b),(b,y),(c,x),(c,y)}
b) B x A={(z,a),(y,a),(,b),(y,b), (z,0), (y,c)}
c) Ax BxC={(a,z,0),(a,z,1),(a,y,0), (a,y,1), (b,z,0), (b, z,1),
(0,,0), (b,y,1), (¢, %,0), (¢, z,1), (¢,y,0), (¢, 5, 1)}
d) C?x B=CxCx B={(0,0,2),(0,0,%),(0,1,z),(0,1,y), (1,0, z),
(1,0,9), (1,1,2), (1, 1,9)}
Cxo=0

)
f) O x{o}={(0,92),(1,9)}
a) [T xU|=|T|-|[U=1-2=2

)

)

)

(§]
b) |83 =[S =3%=27

c) [Sx 2U)| =|S|-|2U)|=|S| -2V =3-22 =12

d) |2(T) x 2(U)| =|2(T)| - |2(U)| =2 - 2V = 2. 22 =8

Si les deux ensembles sont égaux ou si I'un des deux ensembles (au moins) est vide.

y y y
5+ 5+ 5+
4 + 4 + 4 +
3 4 3+ 3+
2 -+ 2 + 2 +
1+ 1+ 1+
——+—— ——+—t+— —t—t—+—
1 2 3 4 5 7 1 2 3 4 5 7 1 2 3 4 5 7T
(a) (b) ()

a) (Ax B)U(B x A)
b) (B2\ F?)U(D x E)U(E x D)
¢) (A\F)x B)U(B x (A\ F))U E?

S={{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}}
Non, contre-exemple : z =1,y = {1} et z={{1}}, ona bien z € y et y € z mais = & z.

Oui, la relation d’inclusion est transitive : si tout élément de S est également élément
de T et que simultanément tout élément de T est également élément de U alors tout
élément de S est élément de U.

Oui, X € Z(S) si et seulement X C S ainsi si S C T on en déduit immédiatement,
par transitivité de I'inclusion (voir 'exercice précédent), que X C T autrement dit que

X e 2(T).

L’affirmation est fausse. Deux ensembles des parties ne sont jamais disjoints car ils ont
au minimum ’ensemble vide en commun.
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1.49

1.50

1.51

1.52

1.53

1.54

1.55

1.56

1.57

1.58

1.59

) Le{l,{1},2,{2}}

b) {1,2} ¢ {1,{1},2,{2}}
) {12} € {1,{1},2,{2}}
) {31 ¢4
)
)
)

C

5

b) {{0,2},{4}} ¢ 2(4)
{or g A
d) (1,7) € A2

)

a
b

C

d

Inclusion uniquement

Inclusion uniquement

a) &
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(AANBAC)\(ANBNC)ou (A\ (BUC))U

(AUBUC)\ (AABAC) ou

a) A=D

Appartenance uniquement

Appartenance et inclusion

d

@)

f

S
oe
{2}
9 €

@

f

g

)
)
)
)
)
) (1,7) ¢ A
)

c) P(A)?
d) Tous

(ANnB)U

b) BC A

A=1{1,3,4}, B={1,3} et C = {2,3,4}

Q=BUB=AUB)UB={1,2

2) B=0Q\ B ={3,4,7,9}
3) B\ (AUC) =

5
6) C\ A=

7) C=(C\ AU

a) On définit les ensembles

=(AUB)\ (B\A) ={2,3,4,5}
(AUC)\ 4 = {6,10,11}
(ANC) = {5,6,10,11}

Z({1})
C

Z({1})

{®}§Z«@( )
(

h) {(1, 7} € 2(A%)

@

—h

)
) A
g) A
h)
e)
f)

)

)

g
h

(AnC)U

1)

)

) (AUB)\ (AUuC) ={7,9}
4) B\A=B\(AUC)={7,9}car BNC =92

) A

)

) C

(B\(AuQO)) U

({1}) € {1.2,{1},{2}} ¢) (9,9) ¢ &°
h) {0,1} € 2({0,1})

i) {0,1} £ 2({0,1})

i) {{3,9},{3,3}} € 2(4)

k) (1,5,9) € 43

e) Aucun

)

)

i)

i)

) {(.5)} € A
)

)

)

f) 2(4)

P(4), 2(42) et Z(P(A))

Z(4)

Ni 'une ni 'autre
Appartenance et inclusion
Inclusion uniquement

Ni 'une ni Pautre

c) ANB=g

,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

> Q égal au groupe de 26 personnes (I'univers du probléme),

> P égal a ’ensemble des personnes de {2 possédant des piercings,

> T égal a 'ensemble des personnes de §) possédant des tatouages.

De I’énoncé on obtient

> || =26 (26 personnes dans le groupe),

> |[PUT| =9 (9 personnes n’ont ni piercings ni tatouages),

> |T| = 12 (12 personnes sont tatouées)

> |PNT| =4 (4 personnes ont des tatouages et des piercings).

1) {2,-1,0} Z A

(C\ (AU B)) ou

(BNC)\(AnBNC) ou
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b) On cherche le nombre de personnes ayant des piercings, c.-a-d. le cardinal de P.

> On obtient facilement la cardinal de PUT :
|IPUT|= Q| —|PUT|=26-9=17.
> La formule d’inclusion-exclusion permet ensuite d’obtenir la valeur cherchée :
|P|=|PUT|+|PNT|—|T|=17+4—-12=09.

Le groupe compte donc 9 personnes avec des piercings.

1.60 a) |Z(ANB)| =248 (thm. page 8)
=22=8 (AnB=1/{0,2,4})
b) |Z(AU B)| = 2148l (thm. page 8)
=28=256 (AUB=1{0,1,2,3,4,5,6,8})
c) |Z2(A)NP(B)| =|2(ANB)| (ex. 1.36)

=25=38 (point a)
d) |Z(A)UP(B)| =|2(A)|+|2(B)| —|Z2(A)NP(B)| (ex.1.26)
= |Z(A)| +|Z(B)| — |Z(AN B)| (ex. 1.36)

— 2lAl f 9lBl _ 9lANB[ _ 96 | 95 _ 93
=64+32-8=288

1.62 L’identité n’est pas valide comme le montre la table d’appartenance qui suit dont les
colonnes 5 et 8 ne sont pas identiques.

A|B|C||BAC|AUBAC)||AAB|AAC | (AAB)U(AAC)
0[o0|o0] o 0 0 0 0
olo|1| 1 1 0 1 1
ol1]o] 1 1 1 0 1
ol1|1] o 0 1 1 1
1{ofo] o 1 1 1 1
tjoj1| 1 1 1 0 1
11]of 1 1 0 1 1
111 o 1 0 0 0

1.64 a) On sait que |AA B| = |A| + |B| —2|AN B| (ex. 1.28). Ainsi

|A|+|B|—|[AAB|  7T+6-5

ANB|=

4

b) |A%2 x B| = |A%|-|B|=|A*-|B| =7?-6 =49 - 6 = 294

¢) |2(B)| = 2Bl =26 =64

d) |Z2(A)UP2(B)| = |2(A)| +|2(B)| — |2(A) N P(B)| (ex. 1.26)
= |2(A)| +|2(B)| — |2(AN B)| (ex. 1.36)
— 2lAl £ 9lBl _ 9lANB| _ 97 | 96 _ 94
=128 + 64 — 16 = 176
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Yy Yy
4 + 4 +
3+ o—e —o0 3 + .,I,)----(,
L L , L
1.67 a) 1
1+ 1 4+
—t—— —t——
1 2 3 4 T 1 2 3 4 T
(i) (ii)
b) (B2\ C?)U D?
Yy Yy Yy
4 4+ 44+ o o o o 4 + ? 9
3 + I I I I 3+ e ° 3+ o----é £l>----o
2 + 24+ e ° 2 1+ Om=0 @----0
1.68 1 i
1 4 14+ e e e o 1+ 6 &
———+— ———— ———+—
1 2 3 4 7 1 2 3 4 7 1 2 3 4 7
(a) (b) (c)

1.69 a) ‘@(B) = {Q, {_1}’ {1}a {_1’ 1}}
b) AABACAD ={-2,-1,0,4} (ensemble des éléments appartenant a 1 ou 3 des 4
ensembles)

¢) (D\C)x (AUB) = {(4,~1),(4,0), (4,1)}
) {XCD|X ¢ 2(C)} = {X CD|XZC}={{4}.{0,4},{2.4},{0,2,4}}

1.70 a) 2" b) 20ntm) ) 27" k>1






CHAPITRE

Relations

g Relation de A vers B

Une relation de l’ensemble A wvers l’ensemble B est un sous-ensemble du produit
cartésien A x B.

Si R est une relation de A vers B et si (a,b) € R, a est dit en relation avec b ou lié a b. On
notera également a Rb si (a,b) € R et aRbsi (a,b) ¢ R.

g Relation sur A

| Une relation sur l’ensemble A est une relation de ’ensemble A vers lui-méme, c.-a-d.
un sous-ensemble de A2 = A x A.

REMARQUE. Les relations étudiées ici sont en fait des relations binaires modélisant des pro-
priétés entre les éléments de deuzr ensembles. Il existe également des relations ternaires, et plus
généralement n-aires, représentant des liens entre les éléments de plus de deux ensembles.

2.1  Soient A ={-2,-1,0,1,2} et B ={-1,0, 1}, pour chacune des relations suivantes de A
vers B donner la liste compléte des couples formant la relation.

a) Ry ={(a,b) € Ax B |a+2b >2}
b) Ry ={(a,b) € Ax B |3k €Z tel que a — b= 3k}

2.1 Graphe représentatif et matrice d’une relation

Eg Graphe d’une relation de A vers B

Si A et B sont deux ensembles finis, on associe a la relation R de A vers B un graphe
orienté biparti appelé le graphe représentatif de R :

> Chaque élément de A et de B est représenté par un point distinct (ce sont les sommets
du graphe).

> Chaque couple (a, b) de R est représenté par une fleche reliant le sommet correspondant
a a a celui correspondant a b (ce sont les arcs du graphe).
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REMARQUE. L’adjectif biparti tient au fait que les sommets du graphe peuvent étre répartis
en deux sous-ensembles (le premier correspondant aux éléments de A et le second a ceux de
B) tels que tous les arcs du graphe relient deux sommets appartenant a des sous-ensembles
différents (voir figure 2.1).

ﬁ Matrice d’une relation

Si A et B sont deux ensembles finis, on associe également a la relation R de A vers B une
matrice M (R) dont

> chaque ligne est associée a un élément de A,
> chaque colonne est associée & un élément de B,

> Dentrée & I'intersection de la ligne associée & I’élément a € A et de la colonne associée
a I’élément b € B est égale a 1 si (a,b) € R et 0 sinon.

R

| A 1o
S M(R) =

N 1101

A B

Figure 2.1 — Graphe représentatif (& gauche) et matrice M (R) (& droite) de la relation
R ={(1,a),(2,d),(3,a),(3,b),(3,d)} de 'ensemble A = {1,2,3,4} vers
I'ensemble B = {a, b, c,d}.

2.2 Soient A ={1,2,3,4} et B = {z,y, z}, pour chacune des relations suivantes de A vers B
donner sa matrice ainsi que son graphe représentatif.

a) Ry = {(17y)7 (172)7 (37y)7 (471')7 (47 Z)}
b) Ry = {(17'%')7 (2,2/)7 (37 Z)? (47'%')7 (473/)7 (47 Z)}

f! Graphe d’une relation sur A

Si R est une relation sur un ensemble A fini, le graphe biparti défini précédemment contient
deux sommets pour chaque élément de A. On préférera associer a une telle relation un
graphe représentatif ou chaque élément de A est représenté par un seul sommet et
ou deux sommets sont reliés par un arc lorsque les éléments correspondant de A sont en
relation.

REMARQUE. Le graphe représentatif d’une relation R sur un ensemble A s’obtient en fusionnant
les deux sommets associés & chaque élément de A dans la représentation bipartie. A chaque
fois qu'un élément est en relation avec lui-méme on obtient alors un arc reliant un sommet a
lui-méme. Un tel arc est appelé une boucle (voir la figure 2.2 pour un exemple).
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Figure 2.2 — Graphe de larelation R = {(1,2), (1, 3),(2,1), (2,4), (3,4), (4,4) } sur l'en-
semble A = {1,2,3,4}.

2.3  Pour chacune des relations suivantes sur l'ensemble A = {1,2,3}, donner sa matrice
ainsi que son graphe représentatif.

a) R ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}  b) B2 ={(1,2),(2,3),3, 1)}
2.4 Sur 'ensemble A = {#, 0, <, &} on considere les deux relations R et S données par les

matrices ci-dessous. Pour chacune d’elles, donner la liste des couples formant la relation
ainsi que le graphe associé.

1011 1000
1100 000 0
) MU=\ 01 1 D) MES)=145 11
0001 01 11

2.2 Opérations sur les relations

Une relation étant un ensemble (de couples), on peut effectuer sur des relations les mémes
opérations que sur des ensembles quelconques. Ainsi, si R et S sont deux relations de A vers
B, on peut définir de nouvelles relations de A vers B en prenant I'union R U .S, l'intersection
RN S, la différence R\ S ou, encore, la différence symétrique RA S de R et S.

Outre les transformations précédentes, il existe des opérations plus spécifiques aux relations,
comme le passage aux relations complémentaire ou inverse, présenté ci-dessous, ou la composi-
tion de relations, objet du prochain paragraphe.

ﬁ Relation complémentaire

Si R est une relation de A vers B, la relation complémentaire de R, notée R, est la
relation de A vers B formée de I'ensemble des couples (a,b) € A X B n’appartenant pas a
R :

R £ {(a,b) € Ax B|(a,b) ¢ R} = (Ax B)\R.

fg Relation inverse

Si R est une relation de A vers B, on définit la relation inverse de R, notée R™!,
comme la relation de B vers A formée de tous couples (b,a) € B x A pour lesquels a est
en relation avec b par R :

R'Y {(ba) e Bx A|(a,b) € R}.
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2.5  Déterminer la relation complémentaire R et la relation inverse R~! de la relation « plus
petit que » sur N, c.-a-d. de la relation

R={(z,y) eN? |z < y}.

2.6  Pour chacune des relations de ’exercice 2.2, donner la relation complémentaire ainsi que
son graphe représentatif et la matrice associée.

2.7 Si R est une relation de A vers B, quelle transformation permet de passer de la ma-

trice M (R) a la matrice M (R) ?

2.8 Pour chacune des relations de l'exercice 2.2, donner la relation inverse ainsi que son
graphe représentatif et la matrice associée.

2.9 Si R est une relation de A vers B, quelle transformation permet de passer de la ma-
trice M (R) & la matrice M (R™1)?

Compositions de relations

55 Relation composée
Si R une relation de A vers B et S une relation de B vers C, la composition de R par S,
notée S o R, est la relation de A vers C' formée des couples (a,c) € A x C pour lesquels
il existe (au moins) un élément b € B avec (a,b) € R et (b,c) € S :

SoR & {(a,c) € Ax C|3be B avec (a,b) € Ret (b,c) € S}.

Dx. Exemple
Soient les ensembles A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c,d} et C = {x,y, z} ainsi que les relations
R = {(La), (2,d), (3,0), (3,0), (3,d)} de A vers B et § = {(b,2), (b, ), (c.y), (d,2)} de B
vers C. La composition de R et S est la relation de A vers C égale a

SoR=A{(2,2),(3,2),(3,2)}.

La figure 2.3 illustre le calcul de S o R a ’aide des graphes représentatifs de R et S.

A C

Figure 2.3 — Calcul de la composition de deux relations a I’aide de leur graphe repré-
sentatif.
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¥¢ Calcul de la matrice d’une composition
Si les ensembles A, B et C sont finis, la matrice M (S o R) de la composition de R et S
s’obtient en calculant le produit matriciel M (R) - M (S) des matrices des deux relations
et en remplacant dans ce produit les éléments supérieurs a 1 par 1.

*Exemple
Les matrices des relations R et S de 'exemple précédent sont
10 00 0 00
0 001 1 01
M) =1 1 g1 et MES)=\y
00 00 0 01
Le produit matriciel M (R) - M (S) est
10 00 0 00 000
0 001 1 0 1 0 01
M(R)-M(S)= |1 | ¢ 4 01 0| |10 2
0000 0 01 0 0O
et la matrice de la relation composée S o R est
000
0 01
M(SoR)= 101
0 00

On peut composer plus de deux relations. Ainsi, si R est une relation de A vers B, S une
relation de B vers C et T une relation de C vers D, la composition de R, S et T est la relation
T oSoRde A vers D obtenue en calculant, indifféremment,

(ToS)oR ou To(SoR)

car la composition de relations est associative (mais pas commutative en général).

g Puissance d’une relation
Si on compose une relation R sur un ensemble A avec elle-méme, une ou plusieurs fois, on
définit les puissances de R :

R' ¥ R, R? ¥ RoR, R* ¥ R"'oR=RoR"!, n=23,...

2.10 En reprenant les relations de ’exercice 2.3, déterminer, a ’aide des graphes représentatifs
bipartis, les relations

a) R2 0] R1 b) R1 e} R2 C) (R2)2 = R2 ©) RQ

2.11 En reprenant les matrices des relations R et S de I'exercice 2.4, déterminer les matrices
des relations

a) SoR b) RoS c) R=RoR
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2.12 Sur l'ensemble Z des entiers on considére la relation R formée de tous les couples (z,y)

vérifiant
x+y=0.
Déterminer
a) la relation complémentaire R,
b) la relation inverse R™!,
c) la relation composée R2 = Ro R.
2.13 On considere les quatre ensembles
A ={a,b,c,d}, B ={x,y,z}, C ={i,j,k}, D ={r,s,t,u,v},

et les quatre relations entre les ensembles précédents
R = {(CL, Z)’ (bv :C), (b’ y)’ (da y)}’ T= {(:C,j), (:C, k)’ (ya Z')v (Z’ Z')’ (Z’ kj)},
S = {(a7t)7 (C7T)7 (va)v (dv 3)7 (d, t)}7 U= {(ij)7 (37i)7 (t7i)7 (Uaj)v (Ua k)}

Pour chacune des compositions qui suivent, calculer la relation composée ou expliquer
pourquoi elle n’existe pas.

a) UoS b) RoT ¢c) ToSoR™! d) T7'oT

2.3 Propriétés des relations sur un ensemble

On classifie les relations sur un ensemble & partir de quatre propriétés de base : la réflexivité,
la symétrie, I'antisymétrie et la transitivité.

4 Réflexivité
Une relation R sur ’ensemble A est réflexive si chaque élément de A est en relation avec
lui-méme, c’est-a-dire si (a,a) € R pour tout élément a € A.

o Propriété. Sil’ensemble A est fini, une relation R sur A est réflexive
si et seulement si la diagonale principale de la matrice M (R) de la 1

relation ne contient que des 1.
Par rapport au graphe représentatif de la relation, cela revient a

dire que R est réflexive si et seulement si une boucle relie chaque
sommet du graphe a lui-méme.

ﬁ Symétrie
Une relation R sur ’ensemble A est symétrique si a chaque fois qu'un élément a est en
relation avec un élément b on a aussi b en relation avec a, ¢’est-a-dire si (a,b) € R implique
(b,a) € R quels que soient a et b dans A.
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¥'v Propriété. Si 'ensemble A est fini, une relation R sur A est symé-
trique si et seulement si la matrice M (R) de la relation est symé-
trique par rapport a sa diagonale principale.

Par rapport au graphe représentatif de la relation, cela revient a dire
que R est symétrique si et seulement si entre deux sommets distincts
il y a soit un arc dans chaque direction soit aucun arc (la présence
ou ’absence de boucles sur les sommets n’a pas d’importance).

ﬁ Propriété. Une relation R sur un ensemble A est symétrique si et seulement si R = R~!.

5_5 Antisymétrie
Une relation R sur 'ensemble A est antisymétrique si pour toute paire d’éléments a et b
distincts on n’a jamais a en relation avec b et b en relation avec a, ¢’est-a-dire si (a,b) € R
et a # b implique (b,a) ¢ R quels que soient a et b dans A.

¥'¢ Propriété. Si I'ensemble A est fini, une relation R sur A est anti-
symétrique si et seulement si, dans la matrice M (R) de la relation,
il n’existe pas deux 1 en symétrie par rapport a la diagonale princi-
pale :

Par rapport au graphe représentatif de la relation, cela revient a
dire que R est antisymétrique si et seulement si il y a au plus un arc
entre toute paire de sommets distincts (la présence ou I'absence de
boucles sur les sommets n’a pas d’importance).

& La symétrie et 'antisymétrie ne sont pas des propriétés opposées! Il existe des relations
a la fois symétriques et antisymétriques ainsi que des relations qui ne sont ni symétriques
ni antisymétriques. Il n’est donc pas possible de conclure qu’une relation symétrique n’est
pas antisymétrique et, encore moins, qu’une relation est automatiquement antisymétrique
si elle n’est pas symétrique.

55 Transitivité

Une relation R sur I’ensemble A est transitive si a chaque fois qu'un élément a est en
relation avec un élément b, lui-méme en relation avec un élément ¢, on a aussi a en relation
avec ¢, c’est-a-~dire si (a,b) € R et (b,c) € R implique (a,c) € R quels que soient a, b et ¢
dans A.

. J

[/ Théoréme

| Une relation R sur un ensemble A est transitive si et seulement si R? C R.

2.14 Pour chacune des relations R et S définies par les matrices de ’exercice 2.4, déterminer
— en justifiant vos réponses — si elle est (1) réflexive, (2) symétrique, (3) antisymétrique,
(4) transitive.



32 Chapitre 2 — Relations J.-F. HECHE

2.15

2.16

2.17

Sur I'ensemble Z des entiers on considere la relation R formée de tous les couples (z,y)
vérifiant

r+y=>0.
Déterminer — en justifiant vos réponses — si elle est (1) réflexive, (2) symétrique, (3) an-
tisymétrique, (4) transitive.

Soit A = {1,2,3,4}. Pour chacune des relations suivantes sur A, déterminer — en justi-
fiant vos réponses — si elle est (1) réflexive, (2) symétrique, (3) antisymétrique, (4) tran-
sitive.

a) Ry = {(2, 2)’ (2’ 3)’ (2a 4)’ (3a 2)’ (3a 3)a (3a 4)} C) Rs = {(2, 4), (4, 2)}

b) Ry ={(1,1),(1,4),(2,2),(3,3),(4,1),(4,4)} d) Ry =1{(1,2),(2,3),(3,4)}

Soient A un ensemble non vide et R une relation sur A. Décider, sans oublier d’argu-

menter votre réponse, si I'affirmation suivante est vraie ou fausse : Si la relation R est
réflexive alors R C R2.

2.4 Relations d’ordre

:5 Relation d’ordre

Une relation R sur ’ensemble A est une relation d’ordre si elle est simultanément
réflexive, antisymétrique et transitive.

g Eléments comparables
Si R est une relation d’ordre sur A, deux éléments a et b de A sont dits comparables si
a est en relation avec b ou si b est en relation avec a (voire les deux dans le cas particulier
ol a="b).

ﬁ Ordre partiel et ordre total
Une relation d’ordre R sur ’ensemble A est

> un ordre partiel s’il existe au moins deux éléments de A non comparables,

> un ordre total ou linéaire si toute paire d’éléments de A est comparable.

fg Diagramme de Hasse

Si R est une relation d’ordre sur un ensemble fini A, le diagramme de Hasse de R est
une simplification de son graphe représentatif obtenue

> en supprimant toutes les boucles (elles se déduisent de la réflexivité de la relation);
> en supprimant tous les arcs se déduisant par transitivité;

> en positionnant les sommets du graphe de maniére a ce que tous les arcs restants
soient dirigés vers le haut ;

> en supprimant U'orientation des arcs (on parle alors d’arétes), le sens de la relation
étant toujours du sommet situé en bas vers celui situé en haut.
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2.18 Pour chacune des relations sur I'ensemble A = {v, w, x,y, z} données par les matrices ci-

2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

2.25

dessous, déterminer — en justifiant vos réponses — s’il s’agit d’une relation d’ordre. Dans
Iaffirmative, décider s’il s’agit d’un ordre partiel ou total et donner son diagramme de
Hasse.

1000 1 11101
01110 01001
a) M(R))={0 0 1 1 0 ¢) M(Rs)=[0 1 1 1 1
000710 00010
L0000 1] 100 0 1]
100 0 0] 100 0 0]
01000 11101
b) M(Ry)=|1 01 0 0 d) M(Rj)=|1 01 0 0
01010 11111
1110 1| 1010 1|

Comment se présente le diagramme de Hasse d’un ordre total ?

Déterminer les matrices M7 et My des relations d’ordre Ry et Ro définies par les dia-
grammes de Hasse suivants.

Diagramme de Hasse de R; Diagramme de Hasse de Ry

@ @ ©
a) @ b)
(@)

Donner le diagramme de Hasse de la relation d’inclusion sur Z({xz,y, z}).

Relation de divisibilité sur N*

L’entier n divise 'entier m si n est non nul et s’il existe un entier k tel que m = kn. Si
n divise m, on note n | m.

a) Montrer que la relation de divisibilité sur N* est une relation d’ordre.

b) S’agit-il d’un ordre partiel ou total ?
Déterminer le diagramme de Hasse de la relation de divisibilité sur A = {1,2,3,4,6,8,12}.

Ordre lexicographique dans le plan R?

Sur 'ensemble R? des couples de nombres réels, on définit la relation R par
(a,b) R (c,d) = (a<c)ou(a=cetb<d).

Vérifier qu’il s’agit d’un ordre total sur R2.

INDICATION. Commencer par représenter graphiquement ’ensemble des points (a,b)
vérifiant (a,b) R (0,0) puis 'ensemble des points (¢, d) vérifiant (0,0) R (¢, d).

Trier dans I'ordre lexicographique décroissant les triplets qui suivent en utilisant 'ordre
naturel décroissant de chaque composante.

(1995, 22 février, Vaud) (1994, 17 mai, Geneve)
(1995, 3 septembre, Jura) (1996, 30 aotit, Vaud)
(1994, 1°* mars, Fribourg) (1995, 1°* mars, Fribourg)
(1996, 31 aott, Neuchatel) (1995, 22 février, Valais)
(1995, 3 septembre, Vaud) (1994, 10 décembre, Valais)
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2.5 Relations d’équivalence

:5 Relation d’équivalence
Une relation R sur I’ensemble A est une relation d’équivalence si elle est simultanément
réflexive, symétrique et transitive.

g Eléments équivalents
Si R est une relation d’équivalence sur I’ensemble A et si a et b sont deux éléments de A
en relation (on a forcément a en relation avec b et b en relation avec a par symétrie de R),
a et b sont dits équivalents pour la relation R.

ﬁ Classe d’équivalence
Le sous-ensemble de A formé de tous les éléments équivalents a a € A, pour la relation R,
est appelé la classe d’équivalence de a et est noté [a]g ou, simplement, [a] lorsqu’il
n’y a pas de confusion possible sur la relation R.

¢ Propriété
| Deux classes d’équivalence [a] et [b] sont ou bien égales ou bien disjointes.

55 Partition
Une partition d’un ensemble A est une décomposition de A en sous-ensemble disjoints.
Plus précisément, la collection {A;, Ag, ..., A, } de sous-ensembles de A est une partition
de A si et seulement si

AiNA; =02 sii#j

et "
U4ai=404U-- U4, = A

=1

¢ Théoréme.
Si R est une relation d’équivalence sur A, I’ensemble des classes d’équivalence de R forme
une partition de A.

2.26 Parmi les relations suivantes sur ’ensemble de tous les étudiants et étudiantes du dé-
partement ce semestre, lesquelles sont des relations d’équivalence ?

a) Ry ={(a,b) | a et b possédent un ordinateur de la méme marque}
b) Ry = {(a,

) Rs = {(a,b) | aet bsont fréres}
) (

d) Ry ={(a,b) | a et b possedent la méme nationalité}

a,b) | a et b ont le méme groupe sanguin}

o

2.27 Pour chacune des relations sur 'ensemble A = {v, w, x,y, z} données par les matrices ci-
dessous, déterminer — en justifiant vos réponses — s’il s’agit d’une relation d’équivalence.
Dans laffirmative, donner ses classes d’équivalence.
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11000 10100
11000 01011
a) M(R))=1]0 0 1 0 1 ¢) M(R)=|1 010 0
00010 01011
00 10 1] 00101 1]
(1110 0] (100 0 0]
11100 01000
b) M(Ry)=|1 11 0 0 d) M(R)=|0 0 1 0 0
00011 00010
000 0 1] 000 0 1]

2.28 Relation de congruence modulo 5
Sur ’ensemble Z on consideére la relation R définie par

aRb <= a — b est un multiple de 5.

a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

b) Déterminer les classes d’équivalence de R.
2.29 Soit R la relation sur N? définie par
(a,b) R (c,d) <= a+d=b+c.

Vérifier que la relation R définit une relation d’équivalence sur N2. Donner ensuite les
classes d’équivalence de (0,0), (1,2) et (0,1).
INDICATION. On peut aussi définir la relation R par : (a,b) R (¢,d) <= a—b=c—d.

2.6 Exercices supplémentaires et récapitulatifs
2.30 On consideére les ensembles
E={V,D,R} et F=/1{#973 &)
ainsi que la relation S de E vers F
S={(V.#),(D,0),(D, ), (R, M), (R, &)}

et la relation T, elle aussi de E vers F, de graphe

E F

a) Donner les matrices des relations S et T'.

b

)
)

c¢) Calculer, a I'aide des matrices précédentes, la matrice de la relation U = S o T~ 1.
)

d

Donner les matrices des relations S et T-1.

Donner le graphe de la relation U.
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2.31

2.32

2.33

2.34

2.35

2.36

2.37

2.38

On considere les ensembles A = {z,y}, B = {1,2,3,4} et C = {a,b,c} ainsi que les
relations R de A vers B et S de B vers C définies par

R={(z,1),(x,2),(y,2), (y,3), (y,4)}
et
S={(1,b),(1,¢),(2,a),(2,¢),(3,a),(3,¢), (4,¢)}.
a) Donner les graphes représentatifs de R et S.
b) Donner les matrices associées a R et S.

c¢) Calculer la matrice de la relation S o R a I’aide des matrices de R et de S.

Sur I’ensemble Z des entiers, on considere la relation « plus grand que », c¢’est-a-dire la
relation

R:{(m,y)€Z2]x>y}.

Déterminer
a) la relation complémentaire R, c) la relation composée R2 = Ro R,
b) la relation inverse R™!, d) la relation composée Ro R™L.

Soit R la relation sur Z définie par
R:{(x,y) €Z2\x—y§3}.

Déterminer — en justifiant vos réponses — si la relation R est (1) réflexive, (2) symétrique,
(3) antisymétrique, (4) transitive.

Pour chacune des relations suivantes sur 7Z, déterminer — en justifiant vos réponses — si
elle est (1) réflexive, (2) symétrique, (3) antisymétrique, (4) transitive.

a) Ri={(z,y) |z #y} d) Ra=A{(z,y) [zr=y+lour=y—1}
b) Ry ={(z,y) [xy = 1} ) Rs = {(2,y) |z =youzr=—y}

c) Rs={(z,y) | v <2y} f) R ={(z,y) [z +y=4}.

Soit A et B deux ensembles finis et non vides avec |A| = n et |B| = m. Combien

existe-t-il de relations de A vers B ?

Soit A un ensemble non vide de cardinal égal a n. Déterminer
a) le nombre de relations sur A,
b) le nombre de relations symétriques sur A.

Trouver l'erreur dans la « démonstration » suivante qu’une relation R a la fois symétrique
et transitive est également réflexive.

Supposons la relation R symétrique et transitive. Alors x Ry = y Rx par symé-
trie. De plus, puisqu’on a x Ry et y Rx, on a aussi x Rx par transitivité. Ainsi
R est réflexive.

Soit A ={a,b,c,d} et la relation R sur A donnée par
R ={(a,a),(a,d), (b,b), (b, ), (b,d), (c,c), (c,d), (d,d)}.

a) Donner la matrice M (R) de la relation R.
b) Calculer la matrice M (R?) de la relation R?> = Ro R.

c¢) La relation R est-elle transitive 7 Justifier votre réponse.
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2.39

2.40

2.41

Table 2.1 — Données pour 'exercice 2.39

Prénom | Domicile | Couleur des yeux | Taille (en cm) | Année de naissance
Aline Lausanne bleu 167 1994
Bastien | Yverdon brun 180 1991
Claudia | Yverdon vert 175 1996
David Lausanne bleu 183 1995
Elodie Yverdon brun 171 1994
Frank Lausanne bleu 175 1997

d) La relation R est-elle une relation d’ordre ? Justifier votre réponse et, dans laffirma-
tive, décider s’il s’agit d’un ordre partiel ou total.

On considere les données de la table 2.1.

a) Sur l'ensemble F des personnes apparaissant dans cette table, on définit la relation R
par

R ={(z,y) € E* | z et y ont au plus 5 centimétres de différence de taille}.

1. Etudier les propriétés de la relation R (réflexivité, symétrie, antisymétrie, transi-
tivité).

2. Larelation R définit-elle une relation d’ordre sur ’ensemble E ? Dans 'affirmative,
décider s’il s’agit d’un ordre partiel ou total.

3. La relation R définit-elle une relation d’équivalence sur ’ensemble E 7 Dans ’af-
firmative, donner ses classes d’équivalence.

b) Mémes questions pour la relation S définie par
S = {(z,y) € E* | x et y habitent la méme localité et ont la méme couleur d’yeux}.

Soient A l’ensemble formé de MM. Breguet (GMB), Cuisenaire (OCE), Hanna (FHA),
Rubinstein Scharf (ARS) et Taillard (ETD) et B l’ensemble des étudiants et étudiantes
du département TIC suivant, ce semestre, le cours PRG1.

On consideére la relation R de A vers B formée de tous les couples (a,b) ou a enseigne
PRG1 a b.

a) Que représente la relation S = Ro R™1?
b) La relation S est-elle une relation d’ordre ? Si oui, s’agit-il d’un ordre partiel ou total ?

c) La relation S est-elle une relation d’équivalence ? Si oui, que représentent ses classes
d’équivalence ?

On a demandé a quatre experts en informatique de noter cing langages de programmation
en fonction de leurs préférences. Les notes attribuées sont résumées en table 2.2, la note
5 correspondant au langage préféré.

Sur ’ensemble formé des cinq langages de programmation, on définit la relation R par :

« Le langage a est en relation avec le langage b s’il s’agit du méme langage
(a =b) ou si le nombre d’experts préférant le langage a au langage b est plus
grand que le nombre d’experts préférant le langage b au langage a. »

a) Donner le graphe de la relation R ainsi que la matrice de R.
INDICATION. Commencer par construire la table dont les lignes et les colonnes sont
associées aux cing langages et dont ’élément en ligne 7 et colonne j correspond au
nombre d’experts préférant le langage 7 au langage j.
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2.42

2.43

Table 2.2 — Données pour ’exercice 2.41

Experts
Langage |1 2 3 4
C 1 4 3 2
CH++ 2 5 1 4
Java 5 1 5 5
PHP 3 2 4 1
Python |4 3 2 3

b) Quelles sont les propriétés (réflexivité, symétrie, antisymétrie, transitivité) de la re-
lation R ? Justifier brievement chaque réponse.

c) La relation R définit-elle une relation d’ordre (Justifier brievement) ? Si oui, donner
son diagramme de Hasse et préciser s’il s’agit d’un ordre partiel ou total (Justifier
briévement).

d) La relation R définit-elle une relation d’équivalence (Justifier brievement) ? Si oui,
donner ses classes d’équivalence.

Lors d’une compétition sportive, n équipes disputent un tournoi complet (chaque équipe
affronte une fois chacun de ses adversaires).

A Dlissue des rencontres on définit sur I'ensemble E = {e1,...,en} des n équipes la
relation R de la maniere suivante : I’équipe e; est en relation avec 'équipe e; si e; = ¢;
ou si le nombre de victoires de e; est supérieur au nombre de victoires de e; ou si, a
nombre égal de victoires, e; a battu e; (dans le sport en question il n’y a jamais de match
nul).

La relation R est réflexive par construction. Elle est également antisymétrique car pour
avoir deux équipes en relation I'une avec I'autre il faudrait qu’elles aient le méme nombre
de victoires et qu’elles aient toutes les deux remporté leur match direct ce qui n’est pas
possible.

Lors de la derniere édition de la compétition, 4 équipes s’affronterent et le tableau des
résultats fut le suivant :

e1 | es | es | eq || Total
€1 0 0 1 1
er | 1 110 2
€3 1 2
esa | 01110 1

a) Donner la matrice de la relation R correspondant a la table de résultats précédente.

b) En utilisant la matrice de R, vérifier que la relation est transitive. Préciser les résultats
intermédiaires.

c¢) Donner le diagramme de Hasse de la relation R et préciser s’il s’agit d’un ordre partiel

ou total.

d) La relation R définit-elle toujours un ordre total, quels que soient le nombre d’équipes
et les résultats des matchs 7 Justifier.

On consideére les ensembles C = {3,4,00} et F = {B A, 0, @,0, «} ainsi que la
relation R de C vers F' définie par

R={(c,f) € C x F | cest le nombre de cotés de la figure f}.

a) Donner le graphe et la matrice de la relation R.

b) Donner le graphe de la relation S = Ro R 1.
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2.44

2.45

2.46

2.47

c) En francgais, quelle propriété/condition vérifient les couples de la relation S 7
d) Quelles sont les propriétés de la relation S'? (Justifier, brievement, chaque réponse)

e) La relation S définit-elle un ordre (si oui, donner son diagramme de Hasse)? Une
relation d’équivalence (si oui, donner ses classes d’équivalence) ?

Soient L = {allemand, frangais, italien, romanche} I'ensemble des quatre langues natio-
nales, H un sous-ensemble (non vide) de personnes vivantes et R la relation de H vers
L formée de tous les couples (h,l) ou la personne h parle couramment la langue [.

A partir de ces données on construit la relation S = R~! o R.

a) En une phrase, que représente la relation S.

b) Pour chacune des affirmations qui suivent décider si elle est vraie ou fausse. Argu-
menter brievement chaque réponse.

(1) La relation S est toujours réflexive.
(2) La relation S est toujours symétrique.

(3) La relation S est toujours antisymétrique.
(4)

4) La relation S est toujours transitive.

Soient A un ensemble non vide et R et S deux relations sur A. Pour chacune des affir-

mations suivantes, décider si elle est vraie ou non. Argumenter chaque réponse.

a) Si la relation R est non vide alors la relation composée R™! o R est réflexive.

b) Si les relations R et S sont réflexives alors la relation composée S o R ’est aussi.

c) Si les relations R et S sont symétriques alors la relation composée S o R l'est aussi.
)

d) Si la relation S est antisymétrique alors la relation complémentaire S ’est aussi.

Soient A un ensemble non vide et R et S deux relations sur A. Pour chacune des affir-
mations suivantes, décider si elle est vraie ou fausse. Argumenter chaque réponse.

a) La relation T = R~! o R est réflexive quelle que soit la relation R sur A.

b) La relation T = R~! o R est symétrique quelle que soit la relation R sur A.

d

)
c¢) La relation T'= R~! o R est transitive quelle que soit la relation R sur A.
)

Si R et S sont deux relations d’équivalence sur A, alors la relation T'= RN S est
également une relation d’équivalence sur A.

Sur ’ensemble de groupes sanguins
G ={0—,0+,A—,A+,B—,B+,AB—,AB+}
on définit la relation R formée de tous les couples (g1, g2) ou une personne du groupe ¢;
peut étre transfusée sans risque avec du sang d’une personne du groupe gs.
a) La relation R est-elle (1) réflexive, (2) symétrique, (3) antisymétrique, (4) transitive ?

b) La relation R définit-elle une relation d’ordre sur G 7 (justifier) Dans D'affirmative,
préciser s’il s’agit d’un ordre partiel ou total (justifier) et donner son diagramme de
Hasse.

c) La relation R définit-elle une relation d’équivalence sur G 7 (justifier) Dans l'affirma-
tive, donner ses classes d’équivalence.
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2.48

2.49

2.50

2.51

2.52

2.53

Donner le diagramme de Hasse de la relation de divisibilité sur I’ensemble
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8}.
Soit R la relation sur Z? définie par
(a,b) R (¢,d) < |a|+|b] = |¢| + |d|.

a) Déterminer — en justifiant brievement chaque réponse — si R est (1) réflexive, (2) sy-
métrique, (3) antisymétrique, (4) transitive.

b) La relation R définit-elle une relation d’ordre sur Z?? (justifier) Dans l'affirmative,
préciser s’il s’agit d’un ordre partiel ou total. (justifier)

c¢) Larelation R définit-elle une relation d’équivalence sur Z2 ? (justifier) Dans I'affirma-
tive, décrire ou représenter graphiquement les classes d’équivalence des couples (0, 0),
(1,1) et (—2,1).

Sur I’ensemble Z? des couples d’entiers on considére la relation R définie par

(z1,91) R (22,52) < |21 — | = |z2 — 12
a) Déterminer — en justifiant brievement chaque réponse — si R est (1) réflexive, (2) sy-
métrique, (3) antisymétrique, (4) transitive.
b) La relation R définit-elle une relation d’ordre sur Z?? (justifier) Dans l'affirmative,
préciser s’il s’agit d’un ordre partiel ou total. (justifier)

c¢) La relation R définit-elle une relation d’équivalence sur Z2? (justifier) Dans 1’affir-
mative, décrire ou représenter graphiquement la classe d’équivalence du couple (1,0).

Sur I'ensemble Z? des couples d’entiers on considére la relation R définie par

(z1,y1) R (v2,92) <= |r1 — 72| = |y1 — 92|

a) Déterminer — en justifiant briévement chaque réponse —si R est (1) réflexive, (2) sy-
métrique, (3) antisymétrique, (4) transitive.

b) La relation R définit-elle une relation d’ordre sur Z?? (justifier) Dans I’affirmative,
préciser s’il s’agit d’un ordre partiel ou total. (justifier)

c¢) La relation R définit-elle une relation d’équivalence sur Z?? (justifier) Dans I’affir-
mative, décrire ou représenter graphiquement la classe d’équivalence du couple (1,0).

Sur ensemble des couples d’entiers strictement positifs (c.-a-d. sur N*xN*), on considere
la relation R définie par

(a,b) R (¢c,d) <= ad = bec.
a) Larelation R est-elle une relation d’ordre ? Si oui, s’agit-il d’un ordre partiel ou total ?

b) La relation R est-elle une relation d’équivalence? Si oui, quelles sont ses classes
d’équivalence ?
a c

INDICATION. On a aussi (a,b) R (¢,d) < it

Sur ’ensemble Z des entiers on considere la relation R définie par
TRy < [z] 2y
a) Déterminer — en justifiant briévement chaque réponse — si R est (1) réflexive, (2) sy-
métrique, (3) antisymétrique, (4) transitive.

b) La relation R définit-elle une relation d’ordre sur Z? (justifier) Dans l'affirmative,
préciser s’il s’agit d’un ordre partiel ou total. (justifier)
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c) La relation R définit-elle une relation d’équivalence sur Z ? (justifier) Dans l'affirma-
tive, donner les classes d’équivalences de 0 et de 5.

2.54 Soit E = {0,1,2,...,9} I'ensemble des chiffres décimaux et F(E) l'ensemble de ses
parties. Sur ce dernier ensemble on considére la relation R formée de tous les couples
(A, B) de sous-ensembles disjoints de E :

(A,B)e R = ANB=g2.
a) Déterminer — en justifiant chaque réponse — si R est (1) réflexive, (2) symétrique,
(3) antisymétrique, (4) transitive.
b) Déterminer la relation R? = Ro R.
2.55 Sur 'ensemble N* des entiers strictement positifs on considére la relation R définie par
(a,b) e R < dn e N*tel que b=a".
a) Déterminer — en justifiant chaque réponse — si R est (1) réflexive, (2) symétrique,
(3) antisymétrique, (4) transitive.

b) La relation R définit-elle une relation d’ordre sur N*? (Justifier) Dans 'affirmative,
préciser s'il s’agit d’un ordre partiel ou total. (Justifier)

c) La relation R définit-elle une relation d’équivalence sur N* 7 (Justifier) Dans 'affir-
mative, donner la classe d’équivalence de ’entier 2.

2.56 Soient A = {1,2,3,4,5} et R la relation sur A donnée par la matrice

11010
01000
MR =[01110
01010
11111

a) Donner le graphe de la relation R.

b) Déterminer — en justifiant brievement vos réponses —si R est (1) réflexive, (2) symétri-
que, (3) antisymétrique, (4) transitive.

c) La relation R définit-elle une relation d’ordre sur A? (justifier) Dans Paffirmative,
donner son diagramme de Hasse et préciser s’il s’agit d’'un ordre partiel ou total.
(justifier)

d) La relation R définit-elle une relation d’équivalence sur A ? (justifier) Dans Paffirma-
tive, donner la partition de A définie par les classes d’équivalence de R.

2.7 Solutions d’exercices choisis

2.1 a) Ry = {(—2,—1), (—2,0), (—1,-1), (0, —1), (0, 1), (1, 1), (2,0), (2, 1)}
b) Ry = {(_27 1)7 (_17_1)7 (070)7 (17 1)7 (27 _1)}

Ry

_ o O O

S = O =
_ o O
/

Y
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2.3

2.4

2.5

2.6

=
IS
ny
L
Il
=

_ o = O

—_

— -0 O

S = O

Ry

N

La relation complémentaire R est la relation « plus grand ou égal a » (>) sur N alors

que la relation inverse R~! est la relation « plus grand que » (>) sur N.

a) Rl = {(17 1‘), (27 .%'), (27 y)? (27 Z)v (37 1‘), (37 Z)? (47 y)}

O = o= =

_ o = O

O = = O

b) RQ = {(17 y)v (17 2)7 (27 x)v (27 2)7 (37 x)a (37 y)? (47 x)v (47 y)? (47 Z)}
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Ry
o |10 K
M(f:) =11 1 ’1\
000 "

2.7  Le passage de la matrice M (R) & la matrice M (R) se fait en remplacant les 1 par des
0 et les 0 par des 1.

28 a) Ry ={(y1),(x1),(1,3). (z,4), (2,4)}

000 1
M(RH=|10 10
1001

b) Ry' = {(,1),(x,4),(4.2), (y,4). (2,3), (2, 4)}

Ry!

100 1 -
M(R;HY=1]101 0 1

001 1 ,\

N

2.9 Le passage de la matrice M(R) & la matrice M(R™!) se fait en transposant la ma-
trice M (R), c.-a-d. en échangeant ses lignes et ses colonnes.

R1 RQ R2 e} R1
bt
N h doi %.
2.10 a) . N
A A A A A

et Roo Ry = {(L 2)a (L 3)a (2’ 2)’ (2’ 3)’ (3’ 1)}
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et Ry o Ry = {(1,1),(1,2),(2,3),(3,1),(3,2)}

Ryo Ry = {(L 3)a (2’ 1)’ (3’ 2)}

et (R2)2

REL :exo-comp2 a) M(R)- M(S) = [

— O

— O

— O -

— - O O

Ainsi M(SoR) =

— O AN AN

— O o~

S O o

— O — O

o — O O

- — O O

o O~

S O~

S O~

— o o O

— O

— O

SO H -

— O -

Ainsi M(Ro S) = {

— o o

— - - O

o —H O O

— - O O

M(RoR) =

Ainsi M (R?)
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212 a) R={(z,y) €Z? |2 +y<0}={(v,y) €Z? |z +y < -1}
b) R°'={(z,y) €Z?|2+y >0} =R

¢) R? =72, c.-a-d. RoR = 7 x Z car, quel que soit le couple (z, z) d’entiers, en prenant
y=|z|+ 2| on a (z,y) € Ret (y,2) € R et donc (z,2) € R%

2.13 a) Uo S ={(a,i),(c,j),(c,k),(d,i)}

b) RoT n’existe pas car I'ensemble d’arrivée de T (= C) n’est pas contenu dans 'en-
semble de départ de R (= A)

¢) T oS o R™! n'existe pas car 'ensemble d’arrivée de S (= D) n’est pas contenu dans
Iensemble de départ de T' (= B)

d) T 'oT = {(x’ y)’ (x’ Z)’ (y’ x)’ (y’ Z)’ (Z’ x)}

2.14 a) (1) R est réflexive car la matrice M (R) ne contient que des 1 dans sa diagonale
principale.

(2) R n’est pas symétrique car I’élément (2,1) de M (R) est égal a 1 alors que ’élé-
ment symétrique (1,2) est nul (on a donc (O, #) € R mais (#,0) ¢ R).

(3) R est antisymétrique car il n’existe pas deux 1 symétriques dans M (R).

(4) R n’est pas transitive car R? ¢ R. En effet on a calculé au point c) de Pexer-
cice 2.11 la matrice de R? et obtenu

M (R?) =

(el
o o = O
O =
— = e

et les couples (©, ) et (O, &) appartiennent & R? mais pas a R.

b) (1) S n’est pas réflexive car I'élément (2,2) de M (S) n’est pas égal & 1 (O n’est pas
en relation avec lui-méme).

(2) S n’est pas symétrique car ’élément (3,2) de M (S) est égal a 1 alors que I’élément
symétrique (2,3) est nul (on a donc (¢, V) € S mais (©, ) ¢ 5).

(3) S n’est pas antisymétrique car les éléments (3,4) et (4,3) de M (S) sont tous
deux égaux a 1 (on a donc ({, ) € S et (d, {) € S alors que { # ).

(4) S est transitive car en élevant au carré M (S) on obtient

(M(S))* = dott M (S?) =

oS O O =
NN OO
NN OO
NN O O
OO O =
— = O O
— = O O
— =0 O

et S2 C S (puisqu’en fait S? = ).
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2.15 (1) La relation R n’est pas réflexive. On a en effet (—1,—1) ¢ R (et plus généralement
(k,k) ¢ R pour tout entier k négatif).

(2) La relation R est symétrique car I’addition est commutative :
(r,y) ER <= 24+y>0 < y+2>0 < (y,x) € R.
On peut aussi argumenter en observant que R~! = R (voir I'exercice 2.12) et qu'une

relation est symétrique si et seulement si elle est égale a sa relation inverse.

(3) La relation R n’est pas antisymétrique. On a par exemple (1,2) € R et (2,1) € R
mais 1 # 2.

(4) La relation R n’est pas transitive. On a par exemple (—1,3) € R et (3, —2) € R mais
(—1,-2) ¢ R. En fait on a R? = Z? (voir l'exercice 2.12) et R?> Z R.
2.16 a) (1) Ry n’est pas réflexive car (1,1) ¢ Ry (ou (4,4) ¢ Ry).
(2) Ry n’est pas symétrique car si (2,4) € Ry mais (4,2) ¢ R;.

(3) R; n’est pas antisymétrique car (2,3) € Ry et (3,2) € R; alors que 2 et 3 sont
deux éléments différents de A.

(4) Ry est transitive car (R1)? = R;. En effet en élevant la matrice de R; au carré

on obtient
00007 0000
2 |0 1 11 10 2 2 2 o0
00 0O 0 00O

b) Rs est réflexive, symétrique et transitive mais n’est pas antisymétrique.

c) (1) Rs n’est pas réflexive car (1,1) ¢ R3 (et, plus généralement, (z,z) ¢ Rs quel que
soit x € A).

(2) Rs est symétrique car (2,4) € R3 et (4,2) € Rz et qu'il s’agit des deux seuls
couples de la relation.

(3) Rs3 n’est pas antisymétrique car (2,4) € R3 et (4,2) € R3 alors que 2 et 4 sont
deux éléments différents de A.

(4) Rs n’est pas transitive car (2,4) € Rz et (4,2) € R3 mais (2,2) ¢ R3.

d) R4 est antisymétrique mais n’est ni réflexive, ni symétrique, ni transitive.
2.18 a) Ordre partiel b) Ordre partiel c) Pas un ordre d) Ordre total

Diagrammes de Hasse :

a) @) b) d)

© © ®

2.19 Le diagramme de Hasse d’un ordre total est une chaine verticale unique.
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11111 11101
01111 01000
220 ayM;=|0 0 1 0 0 by Mo=|0 1 1 0 1
0 001O0 01111
000O01 0 00 01

2.21
2.22 a) (1) La relation de divisibilité sur N* est réflexive car tout entier positif n se divise

lui-méme (n =1-n).

(2) La relation de divisibilité sur N* est antisymétrique. En effet, si n | m, il existe
un entier positif & avec m = kn mais, alors, n = (1/k)m. Ainsi on aura également
m | n si et seulement si 1/k est entier ce qui n’est possible que si k = 1 (k est
positif). On en conclut donc que n | m et m | n si et seulement si n = m.

(3) La relation de divisibilité sur N* est transitive. En effet, si n | m et m | p,
il existe deux entiers positifs k et [ tels que m = kn et p = Im mais alors
p=1Im =1(kn) = (lk)n est n | p (car Ik est un entier).

La relation de divisibilité étant réflexive, antisymétrique et transitive, il s’agit bien
d’une relation d’ordre sur N*,

b) La relation de divisibilité sur N* est un ordre partiel. Il existe, en effet, de nombreuses
paires d’entiers positifs {a, b} ot a ne divise pas b et b ne divise pas a (par exemple,
a=2etb=23).

2.23

2.24 1) Réflexivité : Soit (a,b) un couple quelconque de R?. Ce couple est en relation avec
lui-méme car la condition (a = c et b < d) est clairement vérifiée si on remplace ¢ par
a et d par b.

2) Antisymétrie : Soient (a,b) et (c,d) deux couples de R2.
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2.25

2.26

2.27

2.29

> Sia < calors (a,b) est en relation avec (¢, d) mais (¢, d) ne peut pas étre en relation
avec (a,b) car a < ¢ interdit d’avoir ¢ < a ou ¢ = a.

> Sia = ¢, pour avoir (a,b) en relation avec (c,d) et (¢, d) en relation avec (a,b), b et
d doivent vérifier b < d et d < b ce qui n’est possible que si b = d. Ainsi le lien entre
les deux couples n’est possible, dans les deux sens, que si a = c et b = d c’est-a-dire
que s’il s’agit d’un sel et méme couple. La relation R est donc antisymétrique.

Transitivité : Soient (a,b), (c,d) et (e, f) trois couples de R? vérifiant (a,b) R (c,d)

et (¢,d) R (e, f). De la premieére hypothése on déduit que a < ¢ (car on a soit a < ¢

soit a = ¢) et de la deuxiéme on déduit que ¢ < e.

Maintenant, si a, c et e ne sont pas égaux on doit avoir a < c < eoua < ¢ < e. Dans

les deux cas on a a < e et le couple (a,b) est en relation avec le couple (e, f).

Finalement, si a, c et e sont égaux, le lien entre les deux premiers couples implique

que b < d et celui entre les deux derniers implique que d < f mais on a alors a = e

et b < d < f et le couple (a,b) est en relation avec le couple (e, f).

Dans tous les cas, le premier couple est en relation avec le troisieme et la relation R

et bien transitive.

La relation R étant réflexive, antisymétrique et transitive, il s’agit bien d’une relation

d7

ordre. Afin de montrer qu’il s’agit d’un ordre total prenons deux couples (a,b) et (¢, d)

quelconques de R2. Si a # ¢, on a soit a < ¢ soit ¢ < a et un des deux couples est en

re

lation avec l'autre. Si a = ¢ on a soit b < d soit d < b (voire les deux) et, ici aussi, un

des deux couples est en relation avec I’autre. Toute paire de couples est donc comparable

et
1)
2
3
4

)
)
)
5)

I'ordre est total.

1996, 31 aout, Neuchatel) 6
1996, 30 aott, Vaud) 7
1995, 3 septembre, Vaud) 8) (1994, 10 décembre, Valais)
1995, 3 septembre, Jura) 9) (1994, 17 mai, Geneve)

(1995, 1°F mars, Fribourg) 10) (1994, 1° mars, Fribourg)

1995, 22 février, Vaud)
1995, 22 février, Valais)

o~ o~ o~ o~

) (
) (
) (
) (

Seule Ry est une relation d’équivalence. Ry et R4 ne sont pas transitives alors que Rg3

n?

R

est pas réflexive.

1, 3 et R4 sont des relations d’équivalence. Ro n’est pas symétrique et n’est donc pas

une relation d’équivalence.

Classes d’équivalence :

R
R3

e ] = [w] ={v,w}, [2] = [2] = {z, 2}, [yl = {y}
s ] =

[v] = [2] = {v, 2}, [w] = [y] = [2] = {w,y, 2}

Ry: o] = {o}, [w] = {w}, [2] = {z}, [y] = {u}, [2] = {z}

i) La relation R est réflexive car
(a,b) R (a,b) <= a+b=b+a

ce qui est toujours vrai car 'addition est commutative.

ii) La relation R est symétrique car

(a,b) R (c,d) <= a+d=b+c <= c+b=d+a < (c¢,d) R (a,b).

iii) La relation R est transitive car

(a,b) R (c,d) et (c,d) R (e, f)

<~ a+d=b+c et c+f=d+e
< a—b=c—d et c—d=e—f
— a—-b=e—f

<~ a+f=b+e

—

(a,b) R (e, f)-
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La relation R étant réflexive, symétrique et transitive, elle définit une relation d’équiva-
lence sur N2,

1) La classe d’équivalence de (0,0) est

[(0,0)] = {(a,b) eN?|a—b=0}={(a,b) e N*|b=a}
= {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),...}.

2) La classe d’équivalence de (1,2) est

[(1,2)] = {(a,b) eN*|a—b=—1}={(a,b) EN*|b=0a+1}
= {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),...}.

3) La classe d’équivalence de (0, 1) est la méme que celle de (1,2) : [(0,1)] = [(1,2)].

(1.0 0 0] 1100
230 a) M(S)=]0 110 M{IT)=]10110
|1 00 1 0101
[0 1 1 1] i??
b) M(S)=|1 0 0 1 Mwﬂ:010
0110 0 01
c¢) Pour calculer la matrice de la relation U = S o T~! on commence par calculer le
produit
Lo oy [10)
M(T™ ) - M(S) = 100 1]|=
010 01 1 0 1 001
0 01 0110

puis on y remplace les éléments supérieurs a 1 par des 1 afin d’obtenir

01 1 1

= 1111
M@:M@MU;lOOl
0110

d) La relation U est une relation sur ’ensemble F' et son graphe représentatif est

R
o]
ze —3e2
2.31 a) y‘/M o3
o4
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2.32

2.33

2.34

011
) 0 101
b) M(R)_l 1 1] M(S) = 1 01
0 01
0 1 1
) 1100 1 01 11 2
c) DuprodultM(R)'M(S):lo 11 11 1 01 :[2 0 3]
0 01

on déduit la matrice dela SoR : M(SoR) = [ i (1) 1 1

R:
R

{(z,y) € Z* | x < y} (relation « plus petit ou égal a »)

1= {(2,y) € Z* | z < y} (relation « plus petit que »)

La relation R est uniquement réflexive.

a) (1)

Ry n’est pas réflexive car (0,0) ¢ Ry (et, plus généralement, (z,z) ¢ Ry quel que
soit entier x).

Ry est symétrique car si (z,y) € Ry on a  # y mais également y # = et donc
(y’ x) € Rl-

Ry n’est pas antisymétrique car on a, par exemple, (1,2) € Ry et (2,1) € Ry
alors que 1 et 2 sont deux éléments différents de Z.

R n’est pas transitive car, par exemple, (1,2) € Ry et (2,1) € Ry mais (1,1) ¢ R;.
Ry n’est pas réflexive car (0,0) ¢ Ry (02 # 1).

Ry est symétrique car xy = yx ainsi si xy > 1, on a aussi yx > 1.

Ry n’est pas antisymétrique car on a, par exemple, (1,2) € Ry et (2,1) € Ry
alors que 1 et 2 sont deux entiers différents.

Ry est transitive. En effet, si xy > 1 alors x et y sont tous deux de méme signe
(soit tous deux positifs soit tous deux négatifs). De méme si yz > 1, y et z sont
de méme signe et on en déduit que x et z sont de méme signe ou, encore, que
xz > 1, c-a-d. que (z,2) € Ry.

R3 n’est pas réflexive car (—1,—1) ¢ R3 (—1 £ 2(—1) = —2) et, plus générale-
ment, (z,z) ¢ Rs, quel que soit entier négatif x.

R3 n’est pas symétrique car (1,3) € Rg (1 <2-3) mais (3,1) ¢ R3 (3 £2-1).
R3 n’est pas antisymétrique car on a, par exemple, (1,2) € Ry (1 < 2-2) et
(2,1) € R3 (2 <2-1) alors que 1 et 2 sont deux entiers différents.

R3 n’est pas transitive car on a, par exemple, (3,2) € R3 (3 <2-2) et (2,1) € R3
(2<2-1) mais (3,1) ¢ Rg car 3£ 2-1.

d) Notons premiérement que

(1)
(2)

(3)
(4)

(r=y+louz=y—-1) <+—= z—-y==+1 <= |z—y|=1

La relation n’est pas réflexive car (0,0) ¢ Ry.

La relation est symétrique car (z,y) € Ry <= |z —y|=1 < |y—z| =1
< (y,z) € Ry.

La relation n’est pas antisymétrique car (0,1) € Ry et (1,0) € R4 mais 0 # 1.
La relation n’est pas transitive car (0,1) € Ry et (1,2) € Ry mais (0,2) ¢ Ry.
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2.35

2.36

2.37

2.39

2.41

e) Notons premierement que (z =y ou z = —y) <= |z| = |y|

(1) La relation est réflexive car |z| = |z| quel que soit « € Z et donc (x,x) € R5 quel
que soit x € Z.

(2) La relation est symétrique car (z,y) € Ry < |z| = |y| <= |y| = || <=

(ya 'I) € R5-

(3) La relation n’est pas antisymétrique car (1,—1) € Rj et (—1,1) € R mais
14 1.

(4) La relation est transitive car si |x| = |y| et |y| = |z| alors |z| = |z| ainsi si

(z,y) € Rs et (y,2) € Rs alors (z,z) € Rs.
f) (1) La relation n’est pas réflexive car (0,0) ¢ Rg.
(2) La relation est symétrique car (z,y) € Rg <= v+y=4 <= y+zr=4 <
(y,x) € Rg.
(3) La relation n’est pas antisymétrique car (0,4) € Rg et (4,0) € Rg mais 0 # 4.
(4) La relation n’est pas transitive car (0,4) € Rg et (4,0) € Rg mais (0,0) ¢ Rg.

I existe 214118l = 27 relations différentes de A vers B. En effet, il y a autant de relation
de A vers B que de sous-ensembles de A x B, c.-a-d. d’éléments dans (A x B).
On peut aussi argumenter qu’il y a autant de relations de A vers B que de matrices

binaires (dont les éléments valent 0 ou 1) de taille n x m.
a) 2n2 b) 2n(n2+1)

L’argumentation n’est correcte que si tout élément x est en relation avec au moins un
élément y (éventuellement lui-méme). Si tel n’est pas le cas, c.-a-d. 8'il existe un élément =
qui n’est en relation avec personne, alors la prémisse de la deuxiéme phrase n’est jamais
vérifiée et la conclusion n’est pas correcte tout comme la suite du raisonnement.

a) 1. (i) La relation R est réflexive car toute personne a la méme taille qu’elle-méme
(et donc une différence de taille avec elle-méme ne dépassant pas 5 centi-
metres).

(ii) La relation R est symétrique car la différence de taille entre x et y est la
méme que celle entre y et = (elle sera donc dans les deux cas soit inférieure
ou égale & 5 centimetres soit supérieure a cette limite).

(iii) La relation R n’est pas antisymétrique : on a, par exemple, Aline et Elodie
en relation 'une avec 'autre bien qu’il s’agisse de deux personnes différentes.

(iv) La relation R n’est pas transitive. En effet, on a Aline en relation avec Elodie
et Elodie en relation avec Claudia mais Aline n’est pas en relation avec
Claudia (leur différence de taille étant égale a 8 cm).

2. La relation R n’est pas une relation d’ordre car elle n’est ni antisymétrique ni
transitive.

3. La relation R n’étant pas transitive, elle ne définit pas une relation d’équivalence.

a) La table contenant le nombre d’experts préférant le langage ¢ au langage j est

C C+4++ Java PHP Python
C — 1 1 2 2
C++ 3 1 2 2
Java 3 3 — 3 3
PHP 2 2 1 — 1
Python | 2 2 1 3 —

Le graphe de la relation R et sa matrice M (R) sont donc
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(§ O LDy

10000
11000
@ MR =|11111
& ‘@’ 00010
00011

Qava D )

b) 1. La relation R est réflexive : la diagonale principale de M (R) ne contient que des 1.

2. La relation R n’est pas symétrique : on a, par exemple, Java en relation avec C++
mais C++ n’est pas en relation avec Java.

3. La relation R est antisymétrique : la matrice M (R) ne contient pas deux 1 en
symétrie en dehors de sa diagonale principale et le graphe de R ne contient pas
deux arcs de sens opposés.

4. La relation R est transitive. En effet, si on calcule le carré de M (R) on obtient

10000][10000 10000
11000||11000 2100 0
MR -MR=|11111|11111|=|3213?2
00010[[000T10 00010
0001 1[][000T11 00021

et, en remplacant tous les termes positifs par des 1, on a M(R?) = M(R) ce qui
prouve que R? est un sous-ensemble de R.
c) La relation R est une relation d’ordre car elle est réflexive, antisymétrique et tran-
sitive. Son diagramme de Hasse est donné ci-dessous. L’ordre n’est que partiel (les
langages C et PHP, par exemple, ne sont pas comparables).

d) La relation R n’étant pas symétrique, elle ne définit pas une relation d’équivalence.

2.44 a) La relation S est formée de tous les couples (hy,hs) € H 2 ol hy et hy parlent au
moins une méme langue nationale suisse.

b) (1) S n’est pas réflexive en général car H peut contenir des personnes ne parlant
aucune langue nationale suisse.

(2) S est toujours symétrique car si by parle une méme langue nationale suisse que ho,
il en est de méme dans l'autre sens : (hy, he) € S si et seulement si (ha, hy) € S.

(3) S n’est pas antisymétrique en général car deés que S contient un couple (hq, ha)
avec hy # hg alors S contient aussi le couple (hg, h1) par symétrie est n’est donc
pas antisymétrique.

(4) S n’est pas transitive en général car H peut contenir un personne h; parlant
uniquement francais, une personne hs parlant francais et allemand et une per-
sonne hs ne parlant qu’allemand. On a alors (hy,he) € S et (hg, hg) € S mais

(h1,hs) ¢ S.
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2.48

2.49 a) i) La relation R est réflexive car
(a,b) R (a,b) <= |a| +[b] = |af + [b]

ce qui est toujours vrai.

ii) La relation R est symétrique car
(a,0) R (¢,d) <= |a|+|b] = |c|+|d| <= [c[+]d] = |a|+[b] <= (c,d) R (a,b).

iii) La relation R n’est pas antisymétrique car (1,2) R (2,1) et (2,1) R (1,2) mais
(1,2) # (2,1).
iv) La relation R est transitive car
(a,b) R (¢,d) et (c,d) R (e, f)
= o+l =+l et |c|+ |l =]+ /]
= la| +[b] = || + |f]
<~ (a,b) R (e, f).

b) La relation R n’étant pas antisymétrique, elle ne définit pas un ordre sur Z>.

c) Larelation R étant réflexive, symétrique et transitive, elle définit une relation d’équi-
valence sur Z2.

1) La classe d’équivalence de (0,0) est
[(0,0)] = {(a,b) € Z* | |a] + [b] = 0} = {(0,0)}.
2) La classe d’équivalence de (1,1) est

[(1,1)] = {(a,b) € 2?||a| + |o] = 2}
= {(2’ 0)’ (O’ 2)’ (_2’ 0)’ (0’ _2)’ (1’ 1)’ (_1’ 1)’ (1’ _1)’ (_1’ _1)}'

3) La classe d’équivalence de (—2,1) est

[(=2,1)] = {(a,b) € Z*||a| + |b] = 3}
= {(3’0)’(2’1)’(2’_1)’(1’2)’(1’_2)’(0’3)’(O’_3)’(_1’2)’(_1a_2)a
(—2,1),(-2,-1),(-3,0)}.

2.51 a) (1) R est réflexive car quel que soit (z1,y1) € Z> on a |z1 — 1| = |y1 — y1| = 0 ce
qui montre que (z1,y1) R (z1,91).
(2) R est symétrique car quels que soient les couples (z1,y1) et (z2,y2) € Z? on a
|21 — 22| = |22 — m1] et |y1 — y2| = |y2 — 1| ainsi |21 — 22| = y1 — 2| =
|22 — 1] = |y2 — y1] et (z1,91) R (v2,2) <= (z2,92) R (21,91)-
(3) R n’est pas antisymétrique car (1,0) R (0,1) et (0,1) R (1,0) mais (1,0) # (0, 1).
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(4) R n’est pas transitive car (1,0) R (0,1) et (0,1) R (—1,0) mais (1,0) R (—1,0).
b) La relation R ne définit pas un ordre car elle n’est ni antisymétrique ni transitive.

c) La relation R ne définit pas une relation d’équivalence car elle n’est pas transitive.

2.53 La relation R est uniquement réflexive. Elle ne définit donc ni un ordre ni une relation
d’équivalence sur Z.

2.54 a) (1) La relation R n’est pas réflexive car pour toute partie A non vide de E (il y en
a quand méme 1023) on a (A, A) ¢ R. Par exemple (E,E) ¢ R.

(2) La relation R est symétrique car l'intersection est une opération commutative :
(A,B)e R <—= ANB=@ < BNA=0 < (B,A)€R.
(3) La relation R n’est pas antisymétrique. On a, par exemple, (E, &) € R ainsi que

(@,F) € R mais E # @.

(4) La relation R n’est pas transitive. Pour toute partiec A non vide de E on a
(A,@) € Ret (0,A) € R mais (A,A) ¢ R.

b) La relation R? est la relation « totale » (ou « compléte ») : R? = 2(E)? (il suffit de
prendre ’ensemble vide comme « intermédiaire »).

2.56 a) Le graphe représentatif de la relation R est

b) (1) R est réflexive car la diagonale principale de M (R) ne contient que des 1.

(2) R n’est pas symétrique. On a par exemple (1,2) € R mais (2,1) ¢ R (I'élément
(1,2) de la matrice de R vaut 1 alors que I’élément (2, 1) vaut 0).

(3) R est antisymétrique la matrice de R ne contient pas deux 1 en symétrie par
rapport a sa diagonale principale (hors de cette diagonale).

(4) R est transitive. En effet on a

11010 11010 13020
01000 01000 01000
MMR?=|0 111 0 01 1 10|=|03120
01010 01010 02010
11111 11111 2 5 2 41

et si on remplace tous les éléments supérieurs a 1 par des 1 on obtient que
M (R?) = M(R). Ainsi R? = R et la relation est transitive.

c) Larelation R est un ordre car elle réflexive, antisymétrique et transitive. Il s’agit d’un
ordre partiel uniquement car les éléments 1 et 3 de A ne sont pas comparables (les
éléments (1,3) et (3,1) de la matrice de R sont tous les deux nuls). Son diagramme
de Hasse est
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d) La relation R ne définit pas une relation d’équivalence car elle n’est pas symétrique.






CHAPITRE

Fonctions

ﬁ Fonction
Une fonction ou application de I’ensemble A dans ’ensemble B est une affectation
d’un unique élément de B a chaque élément de A. L’ensemble de départ A est appelé le
domaine (de définition) de la fonction alors que I'ensemble d’arrivée B est appelé le
codomaine ou le but de la fonction.

J

Classiquement, les fonctions sont désignées a I’aide de lettres minuscules (f, g, ...) et si f est
une fonction de A dans B on note

f: A — B.

REMARQUES. Comme il est d’usage en mathématiques discrétes nous ne ferons ici aucune
distinction entre fonction et application. Notons cependant que dans d’autres branches des
mathématiques certains préferent faire une distinction entre une fonction, affectation qui associe
au plus une valeur a chaque élément de son domaine et une application, affectation qui associe
une et une seule valeur a chaque élément de son domaine (voir aussi la section 3.2.1).

3.1 Images et préimages

ﬁ Images et préimages
Si f est une fonction de A dans B et si a est un élément de A, 'unique élément de B
affecté a a est noté f(a) et est appelé 'image de a par f ou la valeur de f en a.

Réciproquement, si b = f(a), ’élément a est appelé une préimage ou un antécédent
de b par f. Notons qu'un élément b du codomaine peut avoir zéro, une ou plusieurs
préimages selon les cas.

L’ensemble de toutes les images forme un sous-ensemble de B appelé 'image ou la
portée de la fonction f et est noté Im(f) ou f(A).

Plus généralement, pour tout sous-ensemble S de A, I'image de S par f, notée f(S),
est le sous-ensemble de B formé de toutes les images des éléments de S :

F(8) = {f(s) ] s €S

Réciproquement, pour tout sous-ensemble 1" de B, 'image réciproque de T' par f,
notée f~1(T), est le sous-ensemble de A formé de toutes les préimages des éléments de T :

fUT) = {a€ A| f(a) € T).
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\/

<]

I

A B

Figure 3.1 — Représentation d’une fonction entre deux ensembles finis a 'aide d’un
graphe biparti.

Une fonction peut étre définie de diverses manieres. Dans les cas les plus simples (par exemple
lorsque les ensembles A et B sont finis et petits), il suffit de donner explicitement la valeur
prise par chaque élément de A. Il est également fréquent en mathématiques appliquées et en
informatique de spécifier une fonction a I'aide d’un algorithme ou d’un programme. Le cas le
plus courant correspond cependant aux situations ou la valeur d’un élément est donnée par une
expression mathématique ou logique. Ainsi, la fonction de R dans R qui fait correspondre a
chaque nombre réel son carré peut étre décrite par

z— f(z) = 2* ou f(z) =2? ou méme simplement y =22

Dans ces expressions, f est le symbole désignant la fonction, = est la variable indépendante et
y est la variable dépendante représentant la valeur de la fonction en z.

Dx. Exemple
La fonction f de A ={a,b,c,d} dans B = {r, s, t,u} définie par l'affectation

est illustrée graphiquement en figure 3.1. L’image de f est ’ensemble Im(f) = {r, s, u}.
L’élément ¢ du codomaine B n’appartient pas a cette image car il ne possede aucune
préimage. L’élément u possede, lui, deux préimages : ¢ et d.

3.1  Pour chacune des fonctions de R dans R
a) f(z) =+ |z b) g(xz) =1 ¢) hiz) =277 d) m(z) =23 - 3z
calculer
1) I'image des ensembles F = {—2,-1,0,1,2,3}, F =] — 1,3[ et G =R,
2) I'image de la fonction,

3) l'image réciproque des ensembles S = {2}, T'=[0,2] et U = R,..

3.2 Fonctions et relations

Plutot que de recourir & la notion d’affectation pour définir une fonction, on peut aussi
adopter un point de vue basé sur la notion de relation d’un ensemble vers un autre. En effet,
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toute fonction f de A dans B donne lieu & une relation de A vers B, appelée le graphe de f,
composée de tous les couples (a,b) ou a est un élément de A et b est I'image de a par f :

[Graphe de f < {(a,b) |ac Aet b= f(a)}.]

En tant que sous-ensemble de A x B, le graphe de f définit bien une relation de A vers B.
Cette relation posséde cependant la propriété que chaque élément a de A appartient a un et un
seul couple (a,b) de la relation. Réciproquement toute relation f de A vers B possédant cette
propriété donne lieu & une fonction f : A — B ou f(a) = b si et seulement si le couple (a,b)
appartient a f. Cette approche aboutit a la définition suivante d’une fonction, en tout point
équivalente a celle donnée en début de chapitre.

5 Fonction
Une fonction f de ’ensemble A dans 1’ensemble B est une relation f de A vers B
(c.-a-d. un sous-ensemble de A x B) ou chaque élément de A appartient a un et un seul
couple de la relation.

* Exemple

Parmi les trois relations de A = {a, b, ¢,d} vers B = {x,y, z} illustrées graphiquement dans
la figure 3.2 et données par les ensembles de couples

o= {(a,ZL‘),( ,x),(c,z),(d,y)},
g = {(a,ZL‘),( z d,Z)},
h = {(CL, Z>7 (07 l’), (d’ Z)}a

b,y), (c
b?"'r ) C’ b)

seule la deuxieme définit une fonction de A dans B. En effet, la premiere relation n’est pas
une fonction car ’élément c est en relation avec x et z. Quant a la troisiéme, elle n’est pas
une fonction car I’élément b n’appartient & aucun couple de la relation.

Figure 3.2 — Représentation de trois relations de A = {a,b,c,d} vers B = {z,y, z}.
Seule la relation g correspond a une fonction de A dans B.

3.2 Dans chacun des cas suivants, expliquer pourquoi ’expression proposée ne définit pas
une fonction de R dans R.

2) f() = In(ja]) b) f(z) = Va? ¢) fla) =t



60 Chapitre 3 — Fonctions J.-F. HECHE

3.3 Pour chacune des relations suivantes de Z vers Z, décider si elle définit ou non une
fonction de Z dans Z.

a) aRb <— a+b<4 e) aRb <= a®=0b
b) aRb <+ a+b=6 f) aRb <<= a=10b
¢c) aRb <<= ada’>=b g) aRb <<= b=3

d) aRb <+= a="b h) aRb < |a| =D

3.2.1 Représentation graphique d’une fonction

Vue comme une relation, une fonction n’est pas distinguable de son graphe, c’est-a-dire de
I’ensemble des couples la définissant. Cet ensemble étant une relation, il peut étre illustré
graphiquement en utilisant les mémes conventions que celles introduites au chapitre 2 (et déja
utilisées dans les exemples qui précédent), cette représentation graphique étant souvent
appelée, elle aussi, le graphe de la fonction.

Un cas particulierement fréquent apparait lorsque le domaine et le codomaine d’une fonction f
sont tous deux égaux a ’ensemble R des nombres réels. On parle alors d’une fonction réelle
(car prenant ses valeurs dans R) d’une variable réelle (car définie sur R). Le graphe d’une telle
fonction (de cardinalité infinie) est représenté en interprétant les différents couples (a,b) le
formant comme les coordonnées d’autant de points du plan R? muni d’un repére cartésien Oxy
(voir figure 3.3). La condition a la base de la définition d’une fonction, exigeant que chaque
élément du domaine de définition appartienne a exactement un couple du graphe de la fonction,
correspond alors a la condition géométrique demandant que chaque droite verticale intersecte
le graphe de la fonction en un et un seul point.

y = |z y::c?’—x

Figure 3.3 — Représentations graphiques de la fonction valeur absolue (y = |z|) et de

la fonction y = 23 — «.

Notons encore que la notion de fonction réelle s’étend a des fonctions définies sur des sous-
ensembles de R (et méme sur des sous-ensembles de R™). Il est alors d’usage, sauf mention
explicite contraire, d’assumer que le domaine de la fonction est égal au plus grand sous-ensemble
de R dans lequel la valeur de la fonction est bien définie. Ainsi la fonction réelle qui, & tout
nombre, associe sa racine carrée doit étre comprise comme une fonction de Ry dans R alors

que celle associant, & tout nombre, son inverse doit étre comprise comme une fonction de R*
dans R.
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3.4  Représenter le graphe et déterminer I'image de la fonction f: R — R

2
— =
v f(@) 2+ 2
3.5  Représenter le graphe et déterminer 'image de la fonction f: R* — R
_ |
xr — f(z)=
T

3.3 Compositions de fonctions

ﬁ Fonction composée
Soit f une fonction A dans B et g une fonction de B dans C, la composition de f par
g, notée g o f, est la fonction de A dans C définie par

(gof)a) = g(f(a)) VaeA

Cette définition de la composition n’est pas différente de celle introduite en section 2.2 pour
des relations générales. En particulier, elle peut étre étendue a plus de deux fonctions donnant
alors lieu & une opération associative (mais pas commutative). Notons cependant que la com-
position de deux fonctions ou plus fournit toujours une fonction, c’est-a-dire une affectation
d’une seule valeur a chaque élément de I’ensemble de départ.

3.6  On considére les deux fonctions

f: R — R et g: R — R_
r — flx)=v-=x r — g(z)=—22

Déterminer les fonctions go f et fog. Préciser a chaque fois le domaine et le codomaine
et donner une formule aussi simplifiée que possible.

3.4 Propriétés des fonctions

Les fonctions peuvent étre classifiées a partir de deux propriétés de base : I'injectivité et la
surjectivité. La vérification simultanée de ces deux propriétés aboutit & la notion de fonctions
bijectives pour lesquelles il est possible de définir une fonction réciproque, aussi appelée fonction
inuverse.

g Injectivité
Une fonction f de A dans B est dite injective si et seulement si elle ne prend jamais deux
fois la méme valeur. Une fonction injective est appelée une injection.
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Dit autrement, une fonction f de A dans B est injective si et seulement si des éléments
distincts de A ont toujours des images distinctes :

Ve,ye A, z#y = f(x) # f(y).

Passant a la contraposée, on a aussi qu’une fonction f de A dans B est injective si et seulement
si tout élément de B a au plus une préimage :

Vz,ye A, f(z)=fly) = z=y.

:5 Surjectivité
Une fonction f de A dans B est dite surjective si et seulement si chaque élément de B
est I'image d’au moins un élément de A, c’est-a-dire si et seulement si chaque élément de
B a au moins une préimage. Une fonction surjective est appelée une surjection.

¢ Propriété
Une fonction f de A dans B est surjective si et seulement si 'image de f est égal au
codomaine tout entier :
f est surjective <= Im(f) = B.

4 Bijectivité
Une fonction f de A dans B est dite bijective si et seulement si elle est injective et
surjective. Une fonction bijective est appelée une bijection.

55 Fonction réciproque

Si f est une bijection de A dans B, chaque élément de B possede une et une seule préimage.
On peut alors définir la fonction réciproque ou inverse de f, notée 1, comme la
fonction de B dans A qui associe a chaque élément de B son unique préimage :

fH)=a = b= f(a).

¥¢ Propriété
Pour une bijection f de A dans B on a

flof=idy et fofl=idg

ou idg est la fonction identité sur ’ensemble S, c.-a-d. la fonction de S dans S définie
par idg(z) = x pour tout x € S.

* Exemple

Les trois fonctions, dont les graphes sont présentés en figure 3.4, ont les propriétés suivantes.

a) La fonction f est bijective car chaque élément de B est I'image d’exactement un élément
de A. Sa fonction réciproque de B dans A est

fil = {(Tv CL), (Sa d)a (ta b)a (uv C)}
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f g h
\ »
h !. =<
A B A c C B

Figure 3.4 — Représentations graphiques de trois fonctions : la fonction f est bijective
et possede une fonction réciproque, la fonction g est surjective mais pas
injective alors que la fonction h est injective mais pas surjective.

b) La fonction g est surjective car g(A) = C (chaque élément de C est 'image d’au moins
un élément de A) mais elle n’est pas injective car z est 'image de deux éléments distincts
de A :cetd.

c¢) La fonction h est injective car les trois éléments de C' ont des images différentes mais
n’est pas surjective car h(C) = {r,t,u} # B (I’élément s ne possede pas de préimage).

REMARQUES.

1) Seules les fonctions bijectives possédent une fonction réciproque. Or, lors de la définition
d’une fonction f, le choix du domaine de définition A et du codomaine B influencent les
propriétés de f. Ainsi, la fonction f : R — R qui, & tout nombre réel z, associe son carré
y = 22 n’est ni injective (la fonction est paire et on a, par exemple, f(2) = f(—2) = 4)
ni surjective (le carré d’un nombre étant non négatif, on a Im(f) = R, ). La fonction f
n’est donc pas bijective et ne possede pas de fonction réciproque. En revanche, la fonction
g : R, — R, qui associe & tout nombre réel non négatif = son carré y = 22 est, elle, injective
et surjective. Elle posséde donc une fonction réciproque ¢+

nombre réel non négatif y sa racine carrée r = /y.

: Ry — R, associant a tout

2) Rappelons que quelles que soient les propriétés d’une fonction f : A — B, il est toujours
possible de calculer 'ensemble des préimages d’un sous-ensemble T de B. Cet ensemble,
appelé image réciproque de T, est noté f~1(T) et est défini par

(7@ % aca| f@ e

Ainsi, pour la fonction f : R — R définie par y = 2 on a f~1({4}) = {-2,2} alors que
f71(4) n'existe pas car f n’est pas bijective.

3.7  Déterminer si la fonction de l'exercice 3.4 est (a) injective, (b) surjective. En déduire si
elle est (c) bijective et, dans laffirmative, donner une expression pour sa réciproque.

3.8 Méme question que ’exercice précédent mais pour la fonction de l'exercice 3.5.
3.9 Soit f: R — R, que peut-on dire de I'injectivité de f si f est (a) paire, (b) impaire.

3.10 Soit f: R — R, que peut-on dire de la surjectivité de f si f est (a) paire, (b) impaire.
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3.11

3.12

3.13

Déterminer si les fonctions suivantes de R dans R sont bijectives. Dans D'affirmative
donner une expression pour la fonction réciproque f~1.

a) f(z)=—-3r+4 c) f(z)
b) f(z) = —322+4 d) f(x)

224+ 1)/(2% +2)

73

Dans chacun des cas suivants, donner un exemple d’une fonction de N dans N vérifiant

les propriétés demandées.

a) La fonction n’est ni injective ni surjective.

b) La fonction est injective mais pas surjective.

c) La fonction est surjective mais pas injective.
)

d) La fonction est surjective et injective, c.-a-d. bijective (mais dont le graphe représen-
tatif est différent de celui de la fonction identité).

Soit f une fonction de A dans B et g une fonction de B dans C.

a) Montrer que si f et g sont injectives alors g o f I'est aussi.

b) Montrer que si f et g sont surjectives alors g o f I'est aussi.

¢) En déduire que si f et g sont bijective alors go f 'est aussi et exprimer la réciproque
de g o f a partir ce celles de f et g.

3.5 Quelques fonctions particuliéres

A coté des fonctions classiques (puissances, exponentielles, logarithmes, fonctions trigonomé-
triques, ... ) il existe également quelques fonctions plus spécialement utiles en mathématiques
discretes. Celles présentées ci-dessous apparaissent dans la modélisation de nombreux problemes
ainsi que dans I’étude de certains algorithmes.

ﬁ Partie entiére inférieure

Soit  un nombre réel, la partie entiére inférieure de x (« floor function » en anglais),
notée |x], est égale au plus grand entier plus petit ou égal a x.

ﬁ Partie entiere supérieure

De maniére similaire, on définit la partie entiére supérieure de x (« ceiling function »
en anglais), notée [x], comme le plus petit entier plus grand ou égal a x.

3.14 Représenter graphiquement la fonction « partie fractionnaire »

f+ R — R
x — f(z)=2—|x].

REMARQUE. Chez certains auteurs et dans certains ouvrages, la partie fractionnaire de x
est notée a ’aide d’accolades :

{} = 2 —|z).
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y = lz] y =[]
—+ — + o—e
—+ —o + o—e
1+ e—o 1 o—e
—t— —— —t—o ——
1 x 1 x
—0 o—e |
—o o—e +
—o —+ — +
Figure 3.5 — Graphes des fonctions y = |z] (partie enti¢re inférieure) et y = [x]

(partie entiére supérieure).

3.15 Construire deux fonctions permettant d’arrondir un nombre réel a I'entier le plus proche
a l'aide des fonctions « parties entiéres ». La premiére permettra d’effectuer un arrondi
par défaut (la demie est arrondie vers le bas) alors que la seconde permettra d’effectuer
un arrondi par exces (la demie est arrondie vers le haut).

3.16 Vérifier que, quels que soient les nombres réels x et y, on a toujours

lz] + ly] < [z +y] < [z]+y] +1

ﬁ Modulo

Soit a un entier et m un entier strictement positif. On note @ mod m (lu « a modulo m »)
le reste de la division euclidienne de a par m.

Une maniére équivalente (et qui se généralise aux modulus m réels et positifs) de définir
l'opération modulo est de poser

[a mod m & a— mLa/mJ]

3.17 Calculer
a) 13 mod 3 c¢) 155 mod 19 e) 28 mod 6 g) —7mod 1
b) —97 mod 11 d) —221 mod 23 f) —62 mod 9 h) 422 mod 50

3.18 Soient a et b deux entiers et m un entier strictement positif, montrer que si a’ est
équivalent & a, modulo m, et si b’ est équivalent & b, modulo m, alors

(a+b) mod m = (a’ +b') mod m

et
(a-b) mod m = (a' - ') mod m.
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ﬁ Factorielle
Soit m un entier positif, la factorielle de n, notée n!, est définie comme le produit de
tous les entiers de 1 a n :

nl=1-2-3---n= ][]k
k=1

Si n est nul, le produit précédent est vide et vaut, par convention, 1 : 0! = 1.

3.19 Soit n un entier supérieur ou égal a 1. Simplifier chaque expression.

2) (n+1)! —n! b) (n+1)! C(n—1)
(n—1)! n
3.20 Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Calculer
a) (n+1) modn d) (n!+1) mod n g) (n—1)mod (n+1)
b) (n? —1) mod (n+ 1) e) n?mod (n — 1) h) (n+1) mod (n —1)
¢) (n+ 1) modn f) (n!—1) mod (n—1) i) (n®+1) mod (n +1)

3.6 Exercices supplémentaires et récapitulatifs

3.21 Pour les fonctions f: A — B, g: B— Cet h: C — D, dont les graphes sont donnés en
figure 3.6,

a) déterminer lesquelles sont injectives,
b) déterminer lesquelles sont surjectives,

c¢) déterminer le graphe de la fonction composée ho go f.

f g h

0L 00 O 0

B C D

Figure 3.6 — Graphes des fonctions de I'exercice 3.22.

3.22 Dans chacun des cas suivants, donner un exemple d’une fonction de Z dans Z vérifiant
les propriétés demandées.

a) La fonction est surjective mais pas injective.

b) La fonction est injective mais pas surjective.
3.23 Déterminer I'image de la fonction réelle f: R — R
z — f@)=o-[a
3.24 On considere la fonction réelle
f: R — R

v o— fl@)=3].
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Déterminer ’ensemble de toutes les préimages de 1.
Déterminer 'image de f.
La fonction f est-elle injective 7 Justifier.

La fonction f est-elle surjective 7 Justifier.
3.25 On consideére la fonction réelle

f+ R — R
. — fz) =[] - [z].

a) Déterminer I'image par f de 'ensemble A = {—1, —%, V2,5}.

b) Déterminer I'image de f.

¢)
)

d

La fonction f est-elle injective ?

La fonction f est-elle surjective ?

3.26 Soit la fonction
f R — R+
a) Représenter le graphe de f pour x entre —3 et 3 et pour f(z) entre 0 et 9. Préciser
clairement le comportement de la fonction aux points de discontinuité.
b) La fonction f est-elle injective ? (Justifier)

c) La fonction f est-elle surjective ? (Justifier)

3.27 On considere la fonction réelle

f: R — R
r — f(z)=xz+ (=1

a) Représenter graphiquement la fonction f pour z entre —3 et 3.
b) Donner I'image de la fonction f.
c) Donner 'image de lintervalle I = [1/2,3/2].
d) Donner I'image réciproque de l'intervalle I = [1/2,3/2].
)

e) La fonction f est-elle bijective 7 Dans la négative, quelles sont les propriétés qui ne

sont pas vérifiées ? Dans 'affirmative, quelle est la fonction réciproque f=1?

3.28 On considere la fonction réelle

f: R — R
z o flz) = o] (1),

a) Représenter graphiquement la fonction f pour x entre —4 et 4.
b) Déterminer I'image de l'intervalle I = [1/2,3/2].
c¢) Déterminer I'image réciproque de lintervalle I = [1/2,3/2].

[§]

)
)
)

d) La fonction f est-elle injective ? Justifier briévement.
) La fonction f est-elle surjective ? Justifier brievement.
)

f) La fonction f est-elle bijective 7 Justifier brievement. Dans I'affirmative, quelle est sa
fonction réciproque ?



68 Chapitre 3 — Fonctions J.-F. HECHE

3.29

3.30

3.31

3.32

3.33

On considere la fonction réelle

f+ R — R
r — f(x)=|z] -2z

a) Représenter graphiquement la fonction f pour x entre —4 et 4.
b) Déterminer 'image de la fonction f.
c¢) Déterminer I'image de l'intervalle I = [0; 2].

)
)
)
d) Déterminer I'image réciproque de Uintervalle J = [-1/2; 3/2].
e) La fonction f est-elle injective ? (Justifier)

)

f) La fonction f est-elle surjective ? (Justifier)
On considere la fonction

f: R — R
z — f(@)= 2]+ (z - [2])

a) Représenter graphiquement la fonction f pour x entre —3 et 3.

b) La fonction f est-elle bijective ? Dans la négative, quelles sont les propriétés qui ne
sont pas vérifiées ? Dans 'affirmative, quelle est la fonction réciproque f~17

On considere la fonction réelle

f: R — R

x — f(x)=2|x| —=.

a) Représenter graphiquement la fonction f pour z entre —2 et 3.

b) La fonction f est-elle bijective ? Dans la négative, quelles sont les propriétés qui ne
sont pas vérifiées ? Dans 'affirmative, quelle est la fonction réciproque f~17

Soit I’ensemble Zgy = {0,1,2,...,59} et la fonction

[ Zeo — Zeo
x  +— f(z) = (31lz + 45) mod 60.

Calculer la fonction composée f o f. Détailler votre calcul et simplifier votre expression
finale.

Soit I'ensemble Zj119 = {0,1,2,...,109} et les deux fonctions

fi Zno — Zio
x —  f(z) = (13z + 40) mod 110

et
9: Zio — Zuo
x —  g(z) = (172 + 90) mod 110
a) Calculer les fonctions composées g o f et f o g. Donner des expressions aussi simples
que possible.

b) Quelles propriétés (injectivité, surjectivité, bijectivité) possédent les fonctions f et
g? Argumenter brievement.
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3.34 On consideére les deux fonctions
f+ N — N et g: N — N
x — f(x)=|x/2] x — g(x) =2z

Déterminer les fonctions g o f et f o g. Donner des formules/expressions simplifiées,
ne faisant plus intervenir de parties entieres. Esquisser également les graphes des deux
compositions pour x entre 0 et 5.

3.7 Solutions d’exercices choisis

3.1 a) 1) f(E£)=1{0,2,4,6}, f(F)=[0,6[, f(G) =Ry
2) (/) = f(R) = R,
3) f7HS) ={1}, fFHT) =]-00,1], f7H(U) =R

b) 1) g(E) = g(F) = g(G) = {1}
2) Im(g) = g(R) = {1}
3) g7'(8) =92, (1)=9g""(U)=R

c) 1) h(E) = {1/8,1/4,1/2,1,2,4}, h(F) = 11/8,2[, h(G) = ]0,1]
2) Im(h) = h(R) = R%.
3) h1(8)={-1}, A" YT) = [-1, +oo[, Y(U) =R

d) 1) m(E) ={-2,0,2,18}, m(F) = [-2,18[, m(G) = [—2,+0]
2) Im(m) =m(R) =R
3) mil(S) = {_172}7 mil(T) = [—\/3, 0] U [\/§7 2]7 mil(U) = [_\/gv 0] U [\/§7+OO[
3.2 a) Pour z = 0 le logarithme naturel n’est pas défini.

b) Pour z < 0, la valeur de Va3 n’est pas définie (dans R).

)
)
c¢) Une fonction ne peut prendre (retourner) qu’une seule valeur.
)
)

3.3 a) Non c¢) Oui e) Oui g) Oui
b) Oui d) Non f) Non h) Non
, . . _ 2
3.4  La représentation graphique de la fonction f(z) = PR est
x
2
Y=

et son image est Im(f) = 10, 1].
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3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.14

3.15

x
La représentation graphique de la fonction f(x) = u est
x
_ sl
x
1 &
| | | | | | | |
I I I I T I I I
1
>

et son image est Im(f) = {—1,1}.

gof: R — R_ et fog: R — R

(a)

z > (gof)@)== z — (fog)(z) =z
Ona f(1) = f(—1) = 2/3 et la fonction n’est pas injective (en fait on a f(z) = f(—x)
quel que soit z car la fonction est paire).

On a Im(f) = f(R*) =]0, 1], tout nombre hors de cet intervalle n’a pas de préimage
et la fonction n’est pas surjective (le codomaine de f n’est pas égal a 'image de f).

f n’étant ni injective ni surjective, elle n’est pas bijective.

On a f(1) = f(2) = 1 et la fonction n’est pas injective (en fait on a f(z) = 1 si
x>0et f(r) =—1six <0, tous les nombres positifs, respectivement négatifs, ont
donc la méme image).

On a Im(f) = f(R*) = {—1,1}, tout nombre différent de 1 et —1 n’a donc pas de
préimage et la fonction n’est pas surjective.

f n’étant ni injective ni surjective, elle n’est pas bijective.

Une fonction f: R — R paire n’est jamais injective.

Une fonction f : R — R impaire peut étre injective ou non (on ne peut rien conclure
en se basant uniquement sur le fait que la fonction est impaire).

Une fonction f: R — R paire peut étre surjective ou non (on ne peut rien conclure
en se basant uniquement sur le fait que la fonction est paire).

Une fonction f : R — R impaire peut étre surjective ou non (on ne peut rien conclure
en se basant uniquement sur le fait que la fonction est impaire).

a) Oui: f~l(y)=(4—-y)/3 c) Non, f n’est ni injective ni surjective
b) Non, f n’est ni injective ni surjective d) Oui: f~(y) = Iy

La représentation graphique de la fonction « partie fractionnaire » f(x) =z — |x] est

y=z— |z]

LSS Nl

Arrondi par défaut de = : [x — 1/2], arrondi par exceés de x : |z + 1/2].
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3.16

3.17

3.19

3.20

3.21

3.23

Observons premierement que pour tout nombre réel x nous avons x = |z] + {z} ou {z}
est la partie fractionnaire de = (voir 'exercice 3.14). Notons également que pour tout
entier n et tout réel x nous avons |n + z| =n + |z].

L’encadrement demandé découle directement des deux observations précédentes. En effet

[+ y] = |[2) + {o} + ly) + {}] = o) + L) + [ {2} + {0}

Pour conclure il suffit d’observer que [{z}+{y}| € {0,1} car une partie fractionnaire ap-
partient toujours a U'intervalle [0, 1] (la somme de deux parties fractionnaires appartient
donc a l'intervalle [0, 2[).

a) 13mod 3 =1 e) 28mod 6 =4
b) =97 mod 11 =2 f) —=62mod 9 =1
c) 155 mod 19 =3 g) —7Tmod1=0
d) —221 mod 23 =9 h) 422 mod 50 = 22
(n+)!'—=n! (n+1)-n-n-D!'=n-(n-1)! B o
a) CE =1 =m+l)n—n=(n+1-1)n=n
1)! 1)-n-(n-—1)
b) (”; L N G ) Z (n—1) —n=D'=(+1)(n—1)—(n—1)
=n+1-1)(n—-D!'=n-(n—1)!=nl!
a) (n+1)modn=1 f) (n'=1)mod (n—1)=n—2
b) (N2 —~1)mod (n+1)=0 g) (n—1)mod(n+1)=n-1
¢) (n+1)! modn =0 h) (n4+ 1) mod (n — 1) = 2 sauf si n = 2
d) (n!'+1)modn=1 ou 3 auquel cas (n+1) mod (n—1) =0
e) nmod (n—1)=1sin>3et0sin=2 i) (R®*+1)mod (n+1)=0

a) Seule la fonction h est injective.
b) Seule la fonction g est surjective.

c¢) Le graphe de la fonction composée hogo f est

hogo f

A D

Im(f) =]-1,00={z e R | -1 <z < 0}
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3.24 La représentation graphique de la fonction f(z) = L%J est

a) L’ensemble des préimages de 1 est f~1({1}) =[2,4[={z e R |2 < x < 4}.
b) L’image de f est Im(f) = Z (équivalent a f(R) = Z).

¢) Du point a) on a qu’il existe une infinité de nombres réels ayant 1 pour image, ainsi
f prend plusieurs fois la méme valeur et n’est pas injective.

d) Du point b) on a Im(f) =Z # R et f n’est pas surjective.

3.25 La fonction f est égale a 1 sauf lorsque I'argument est entier auquel cas elle est nulle.

a) f(A) ={0,1} ¢) Non (f(0) = f(1) = 0)
b) Im(f) = f(R) ={0,1} d) Non (f(R) ={0,1} #R)

3.26 a) La représentation graphique de la fonction f(z) =z - |x| pour x entre —3 et 3 est

y=uz-|z]
9 + °

1

S ! I
T T T T N T T T
1 2 3 4

x
b) La fonction f n’est pas injective car, par exemple, f(—1) = f(1) = 1. Certains
éléments du codomaine ont donc plus d’une préimage.

c¢) La fonction f n’est pas surjective car, par exemple, 2 n’a aucune préimage. L’image
de la fonction n’est donc pas égale au codomaine tout entier.
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3.27 a) La représentation graphique de la fonction f(z) = 2 + (—1)[*] pour  entre —3 et 3
est

fl@) =a+ (=D

3 4

-3 +

b) L’image de la fonction f est Im(f) =R (ou f(R) =R).
c) L’'image, par f de lintervalle I = [1/2,3/2] est f(I) = [-1/2,0]U]2,5/2].
d) L’image réciproque, par f de l'intervalle I = [1/2,3/2] est

FHI) = [-1/2,012,5/2] = (D).

e) Le graphe représentatif de f est symétrique par rapport a la bissectrice des qua-
drants I et III. La fonction étant de R dans R, elle est donc bijective ! et égale a sa
fonction réciproque.

3.28 a) La représentation graphique de la fonction f(z) = |z| - (—1)[*] pour z entre —4 et 4
est

=l (1)

/

1. Comme chaque verticale intersecte le graphe de f en un et un seul point, la symétrie implique que chaque
horizontale intersecte le graphe de f en un et un seul point.
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b) L’image de Uintervalle I = [1/2,3/2] est f(I) =[-1,—1/2] U]1,3/2].
c¢) L’image réciproque de l'intervalle I = [1/2,3/2] est f~1(I) =]-1,—-1/2] U]1,3/2].

d) La fonction f n’est pas injective car 1 et —1 ont la méme image (f(1) = f(-1) = —1)
et, plus généralement, tout entier a la méme image que son opposé.

e) La fonction f n’est pas surjective car 1 n’a pas de préimages et, plus généralement,
tous les positifs impairs et tous les négatifs pairs n’ont pas de préimages.

f) La fonction n’est pas bijective car elle n’est ni injective ni surjective.

3.29 a) La représentation graphique de la fonction f(x) = [z] — 2z pour = entre —4 et 4 est

y=|z| -2z

b) L’image de la fonction f est Im(f) =R (ou f(R) =R).
c) L’image de 'intervalle I = [0; 2] est f(I) =] — 3; 0].

d) L’image réciproque de lintervalle J = [—1/2; 3/2] est

FHI) = [-9/4; —2[U[-7/4; —1/4] U [0; 1/4].

e) La fonction f n’est pas injective car, par exemple, f(—1/2) = f(0) = 0. On a donc
deux éléments différents du domaine de définition possédant la méme image. Plus
généralement, tout élément du codomaine possede deux préimages par la fonction f.

f) La fonction f est surjective car I'image de la fonction est égale a son codomaine tout
entier : Im(f) = R (voir point a)
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3.30 a) La représentation graphique de la fonction f(z) = |z| + (x — |x])? pour = entre —3
et 3 est présentée en ligne continue bleue ci-dessous.

fa) = lz] + (@ = [2])?
51 .

-3 4

b) La fonction f est bijective est sa réciproque est la fonction

@) = 2] + o — |a].

Le graphe représentatif de cette fonction réciproque s’obtient par symétrie par rap-
port a la bissectrice des quadrants I et III et est représenté en ligne traitillée rouge
ci-dessus.

3.31 a) La représentation graphique de la fonction f(x) =2 |x| — x pour = entre —2 et 3 est
donnée en ligne continue bleue ci-dessous.
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b) La fonction f est bijective est sa réciproque est la fonction

f(z)=2[2] — =

Le graphe représentatif de cette fonction inverse s’obtient par symétrie par rapport a
la bissectrice des quadrants I et III et est représenté en ligne traitillée rouge ci-dessus.

3.32 La composée f o f est égale a l'identité (sur Zgo). On a en effet, pour tout x € Zgy,

(fof)(x) = f(f(x)) = f((3lz 4 45) mod 60)
= (31((31z + 45) mod 60) + 45) mod 60 = (961 + 1395 + 45) mod 60
= (2 +1440) mod 60 = x

car 961 = 16-60 + 1 et 1440 = 24 - 60.

3.33 a) Pour tout x € Z;;p on a d'une part

(go f)lz) = g(f(2)) = g((13z + 40) mod 110)
17(13z 4 40) + 90) mod 110 = (221z + 680 + 90) mod 110

221z + 770) mod 110 = x

o~ o~

car 221 =2-1104+ 1 et 770 = 7 - 110 et d’autre part

(fog)(x) = [flg(x)) = f((17x + 90) mod 110)
13(17z + 90) + 40) mod 110 = (221 + 1170 + 40) mod 110

221x +1210) mod 110 =z

o~ o~

car 1210 = 11 - 110.

b) Les fonctions f et g sont des fonctions inverses 'une de l'autre car go f et fog
sont égales a l'identité. Les fonctions f et g sont donc toutes les deux bijectives et, a
fortiori, injectives et surjectives.

334 gof: N — N et fog: N — N
x +— (gof)(x) =z — (xmod?2) x +— (fog)(z) =u=.
T si x est pair,

Autre formulation possible pour go f : (go f)(z) =
r— 1 six est impair.
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