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2.1 Calcul vectoriel
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Vecteurs

2.1 Calcul vectoriel

Soient A et B deux points distincts (du plan, de I'espace, ...).

Vecteurs

e © 9 : MW Le correspond au segment orienté (a la fleche) allant de A
Vecteurs colinéaires .
vers B.

Addition vectorielle
Relation de Chasles > . / ]
mutipicationpar x + 1 Le point A est I du vecteur. |l est eégalement appelé son
Coordonnées .

Normes

Produit scalaire

- : M Lepoint Bestl ou du vecteur.

Projections

L1 vectorie) : Extrémité finale/terminale
Produit mixte s
B

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

A

Extrémité initiale (Point d’application)
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Vecteurs libres

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

- B En géométrie, le choix du point d’application d’un vecteur n’est pas
ecleurs egaux A .
Vecteurs colinéaires § |mp0rtant-

Addition vectorielle

Relation de Chasles

Muliplication par A 3 Ainsi le vecteur A§ est entierement caractérisé par

Coordonnées .

Normes : » sa : la direction (la pente) de la droite passant par A et B ;
Angles E
Produit scalaire ; > son :de A vers B (le sens de la demi-droite AB);

Projections

ProdLuit vectoriel » Ssa ou , hotée (voire simplement ).

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

B Dans certaines applications (typiqguement en physique), le choix du point
d’application d’'un vecteur est important. On parle alors de vecteurs liés pour
les différencier des considérés ici.

2.4 Moindres carrés
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Vecteurs égaux

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs E ? ? -
PR e : B Deux vecteurs AB et C'D sont , et on note , SI et
Vecteurs colinéaires . seulement si
Addition vectorielle E
Relation de Chasles & » ils ont méme direction (les droites AB et C'D sont paralléles ou
Multiplicati,on par A § ConfondueS) : D
Coordonnées < B ——
i » ils ont méme sens;
Angles
Produit scalaire > ||S ont méme |Ongueur_
Projections
Produit vectoriel
Produit mixte . -

: A=—" C

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

B Deux vecteurs AB et C'D sont égaux si et seulement s’il existe une
translation transformant 1@ en C’l%

2.4 Moindres carrés

B Deux vecteurs AB et C'D sont égaux si et seulement si ABDC est un
parallélogramme.
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Vecteurs colineaires, opposes, unitaires

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

B Deux vecteurs E et C‘*ﬁ de méme direction sont dits , ou
, et on note N N
AB || CD.

B Deux vecteurs de méme direction et de méme longueur mais de sens
opposes sont dits

-
En particulier 1@ et B A sont opposés et on note
-
BA = —AB.

B Un vecteur est un vecteur de norme 1.

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés
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2l EF

AB | CD | EF EF = —AB
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Vecteur nul

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

Si les deux extrémités du vecteur @ sont confondues, c.-a-d. si A = B,
on obtient le noté

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B La norme (la longueur) du vecteur nul est égale a zéro.

B La direction et le sens du vecteur nul sont indéterminés.

B Tous les vecteurs nuls sont égaux entre eux.

B Le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs (y compris lui-méme).

B Le vecteur nul est également orthogonal a tous les vecteurs (y compris
lui-méme).
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Addition vectorielle

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

La somme de deux vecteurs @ et b est le vecteur ¢ = a + b obtenu par la regle
du parallélogramme ou par construction bout a bout.

Reégle du parallélogramme. On choisit le méme point d’application O pour
les deux vecteurs :

&’:0—121 et 5:@

La somme ¢ = a + b est le vecteur représenté par la diagonale OZ%; du

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés
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parallélogramme OAC'B.

S
|
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3
\
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Addition vectorielle (2)

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

Construction bout a bout. On choisit I'extrémité finale de @ comme extré-

mité initiale de b :

a =

AD

La somme de a et b est alors

S

G—id+b=AB+ BC = AC.

et

b= BC.
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Soustraction vectorielle

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

— —

La différence des vecteurs a et b est le vecteur ¢ = d — b obtenu en
additionnant au vecteur a 'opposé du vecteur b :

=d—b=a+ (-b).

g s
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Relation de Chasles

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B La construction bout a bout est également connue sous le nom de

AC = AB + BC

B Cette relation s’écrit aussi

C OF B

AL = OB — OA

e = 70E - o0
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Proprietes de I’addition vectorielle

: quels que soient les vecteurs a et b, on a toujours

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux 5 = = o
Vecteurs colinéaires E a + b — b + a.

Addition vectorielle

e O : quels que soient les vecteurs @, b et & on a toujours
Multiplication par A
Coordonnées
N E — 7 — — e — — e
N (@+b)+c=a+b+c=a+ (b+20).
Angles

Produit scalaire

Projections 97 - quel que soit le vecteur @, on a toujours

Produit vectoriel

Produit mixte . .
2.2 Géométrie duplan ¢ a + O=a=0 + a.
2.3 Géom. dans I'espace § _ 4 . .
] : quel que soit le vecteur a, il existe toujours un (seul)

2.4 Moindres carrés

vecteur opposé —a vérifiant

i+ (—ad) =0=(-ad) +a.
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Multiplication par un scalaire

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs Soient A un scalaire non nul (autrement dit un nombre réel non nul) et v un
'S cgaux : vecteur non nul.

Vecteurs colinéaires E

Addition vectorielle Le , hote ou , est le vecteur ayant

Relation de Chasles

B fibiication parly B |a méme direction que v;

Coordonnées A — . . L, . — .

| B le méme sens que U si \ est positif ou le sens opposé a celui de v si A
ormes E

Angles § est néga“f ;

Produit scalaire . ) . .

S ons : B une longueur égale a || - ||7|.

Produit vectoriel

Produit mi ' 7 =0 it U
roduit mixte B Si A\ = 0alors AU = 0 quel que soit .

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace § B Si ’17 — () alors )\’17 = quel que soit )\

2.4 Moindres carrés

B Lopposé du vecteur v s’obtient en multipliant v par —1.

v

heig-vd
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Propriétés de la multiplication par un scalaire

2.1 Calcul vectoriel

. : W : quels que soient les vecteurs a et b et les scalaires \ et L,
Vecteurs égaux § on a tOUjOUrS
Vecteurs colinéaires E - =
Addition vectorielle E )\(CZ —|— b) — EI: —I— )\b
Relation de Chasles E
Multiplication par A et
Coordonnées E . . .
Normes : (A4 p)d = \d@ + pa.
Angles E
Produit scalaire 3 A
Projections : N : quels que soient le vecteur a et les scalaires A
Produit vectoriel § et Iu on a tOUjOUrS
Produit mixte E ,
2.2 Géométrie du plan E (>\ ’ ’UJ)/U — )\(,LL’U)
2.3 Géom. dans I'espace §
24Moindrescarres ¢ [ : quel que soit le vecteur @, on a toujours
l1-a=a.
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Coordonnées dans le plan

2.1 Calcul vectoriel .
. : W On se donne deux axes perpendiculaires :
Vecteurs égaux 5
P s coincare » un axe Ox; horizontal appelé I et orienté de gauche a
Addition vectorielle § droite :
Relation de Chasles :
Multiplication par A » un axe Ox> vertical appelé I et orienté de bas en
Coordonnées haut:
Normes
oo » se coupant en un point O appelé I
Produit scalaire .

N B Sur chaque axe on choisit des segments unités [O E1 ] et [O Es).

Produit vectoriel

Produit mixte

3 Y pegpme ) . e
socsomsriedupan ¢ M Les vecteurs €1 = OFj et e = O3 sont les

2.3 Géom. dans I'espace

B Le couple (€7; €3) forme une de I'ensemble des
vecteurs du plan.

2.4 Moindres carrés

B Le triplet (O; €1; €5) définit un du plan avec le point O
comme

heig-vd
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2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A

Coordonnées

Normes

Angles

Produit scalaire
Projections
Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

H
2.3 Géom. dans I'espace €92
2.4 Moindres carrés E;1 -
ﬁ
O 2 969]
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Coordonnees et composantes

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

—
OV . Par projection sur les axes Ox et

B Soit V' un point du plan et v
Qx5 0n a

— —

U = U] + U = v1€] + v2€2

» U1 et U sont les de U' dans la base (€7; €2).

» v1 et vy sont les de U dans la base (€7; €2).

B Dans la base (€7; €3), le vecteur U est représenté (de maniére unique) par
le vecteur colonne

Z V1
et on notera v = :
V2

B Dans le repére (O; €1; €3), le point V' a les
(Ul, ’UQ) et on notera V(’Ul, ’UQ).
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Operations vectorielles dans une base

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

. . U Z ()
Soient u = [ 1 ] etv = [ Ul ] deux vecteurs.
2

B Coalité : U et U sont égaux si et seulement si leurs composantes sont
égales :

- o ui U1
U = 4 < — N U] = v et ug = vy
U9 (%)

B Addition, soustraction et multiplication par un scalaire : les trois opérations
se font composantes par composantes :

o [+ 0 ] = [
%7 = et — —
U2 (%) U5 = U uz | (%) U2 — V2

V1 A )\Ul_
)\[?}2]_[)\?}2
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Operations vectorielles dans une base (2)

2.1 Calcul vectoriel

s : W Vecteur nul et vecteurs de base :

Vecteurs égaux

Vecteurs colinéaires § (—)* > O = ]_
Addition vectorielle E o O ) Gy — O )

O
I
—_ O

B

Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées

B Vecteur oppose :

Normes

Angles § _,D" & _Ul
Produit scalaire . — U5

Projections

Produit vectoriel

Produit mixte : W Relation de Chasles : pour deux points A (a1, as) et B(b1,bs) on a

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

- : AézOé—(fél: by | | a1 _ b1 — a1
2.4 Moindres carrés : b2 a2 b2 B a2

heig-vd
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Coordonnees dans I'espace

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B On se donne trois axes perpendiculaires deux a deux :

» un axe Ox pour les abscisses;
» un axe Oz pour les ordonnées;;
» un axe Ox3 pour les hauteurs;

» se coupant en un point O.
Sur chaque axe on choisit des segments unités [O E1 |, (O Es] et (O E3].

7 — — —
Les vecteurs € ;1= OFE7 etea = OF9 et e = OFE3 sont les

Le triplet (€7; €2; €3) forme une de I'ensemble des

vecteurs de I'espace.

Le quadruplet (O; €7; €3; €3) définit un
le point O comme

de I'espace avec

J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 20



2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle

Relation de Chasles

Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte V. >
— = /
2.2 Géométrie du plan €1 €2 P / L2
7/

QN
N

2.3 Géom. dans I'espace

SIS V

2.4 Moindres carrés

X1
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Coordonnees et composantes

2.1 Calcul vectoriel § —

Vecteurs : M Soit V un point de I'espace et v = OV'. Par projection sur les axes Ox1,
Vecteurs égaux § OCUQ et 0333 on a

Vecteurs colinéaires .

Addition vectorielle 4 o v 2, , /4 4 2
Relation de Chasles E Y= Ul —I_ U2 + /03 = Ulel + 7)262 —I_ U363
Multiplication par A :

Coordonnées

W : M Dans labase (€1; €2; €3), le vecteur ¥ est représenté (de maniére unique)
Angles : par le vecteur colonne ( )

Produit scalaire

Projections

U1
Produit vectoriel
Produit mixte /UQ
2.2 Géométrie du plan - ’U3 .
2.3 Géom. dans I'espace U1
2.4 Moindres carrés et on notera U = V9
U3

B Dans le repére (O; €7; €2; €3), le point V' a les
(v1,v2,v3) eton notera V (v, va, v3).
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Norme euclidienne dans le plan

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B Dans le plan muni d’'une base orthonormée, la norme (euclidienne) du

R v
vecteur v = [ 1 ] est, par Pythagore,

U2

B La longueur du vecteur 1@ est égale a la distance entre les points
A(al, CLQ) et B(bl, bg) et vaut

|AB| = /(b1 — a1)? + (bs — a2)?
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Norme euclidienne dans I’espace

2.1 Calcul vectoriel

B De méme, dans I'espace muni d’'une base orthonormée, la norme du

Vecteurs égaux Ul

Vecteurs colinéaires § vecteur U = (9)) est
Addition vectorielle . ,03

Relation de Chasles : = .

Vecteurs

Multiplication par A

Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire

Projections

Produt vectoriel alors que celle du vecteur A§ est

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

|AB| = /(b — a1)2 + (b3 — a2)? + (bs — a3)?

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés
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Propriétés de la norme euclidienne

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

: quels que soient les vecteurs a et b on a toujours

Vecteurs égaux

Vecteurs colinéaires

Addition vectorielle ; Hc_i _|_ EH S “6" —I_ HE\H

Relation de Chasles

Multiplication par A . & - n
. 5 De plus il n'y a égalité que si les deux vecteurs sont colinéaires et de méme
Normes sens (ou si un des deux vecteurs est nul).

Angles E

Produit scalaire : M Positivité et séparation : la norme d’un vecteur est un nombre positif ou nul
Projections s

et le seul vecteur de norme zéro est le vecteur nul :

Produit vectoriel

Produit mixte

—

2.2 Géométrie du plan g HCLH > () \V/ a et Hﬁ” =0 < UV = 6

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

B Homogénéité : quels que soient le scalaire A et le vecteur a on a toujours

IAall = |A] - [la]

heig-vd
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Angle entre deux vecteurs

2.1 Calcul vectoriel .
Vecteurs : L Uu et U se mesure en représentant les
R ° coaLx : deux vecteurs comme des segments orientés de méme origine et est alors
Vecteurs colinéaires . z e . - - - 1

N . égal a I'angle compris entre les deux demi-droites issues de cette origine
Addition vectorielle 4
Relation de Chasles commune et contenant les deux vecteurs.

Multiplication par A

Coordonnées
Normes
Angles

I e d
Produit scalaire . ()
Projections

Produit vectoriel >
Produit mixte ; ) )

2.2 Géométrie du plan

Sy

)
<!

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

B Langle entre deux vecteurs u et v, mesuré en radians comme il se doit, est
toujours compris entre O et 7.
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Produit scalaire et orthogonalite

2.1 Calcul vectoriel

s : Le des vecteurs u et U, noté , est le
R : scalaire (le nombre réel) défini par

Vecteurs colinéaires .

Addition vectorielle — — —_ —

Relation de Chasles U-v = ||U| * |U| * COS(H)

Multiplication par A

Coordonnées

Normes

Angles .
Produit scalaire : M Deux vecteurs « et ¥ sont (ou ) si et

e seulement si leur produit scalaire est nul :

Produit vectoriel

Produit mixte .

B s somstiio du panililiE ul U < u-v=20

2.3 Géom. dans 'espace

.4 Moindres carrés B Si % ou v est égal au vecteur nul alors le produit scalaire u - U est égal a
zéro.

Une conséquence directe est que le vecteur nul est orthogonal a n'importe
quel vecteur (y compris lui-méme).
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Angle entre deux vecteurs (2)

2.1 Calcul vectoriel 3

Vecteurs : L est le nombre réel 6 € [0, ]
Vecteurs égaux § Vériﬁant

Vecteurs colinéaires . TR Q_f

Addition vectorielle cos(@) = — g

Relation de Chasles : ||’LL| * |’U ||

Multiplication par A

Coordonnées °
e : M Siun des deux vecteurs u ou v est nul, 'angle entre u et U est égal, par
gug'es : convention, a 7T/2 (angle entre le vecteur nul et lui-méme n’est pas défini).
Produit scalaire E
Projections : M NOTATION. Langle entre les vecteurs 1 et ¥/ est noté
Produit vectoriel 4
Produit mixte ey
£ (i, v)

2.2 Géométrie du plan
2.3 Géom. dans I'espace § etona donC, pour deux vecteurs non nU|S,
2.4 Moindres carrés :

L u-v

/(u, V) = arccos | — — .
|| - [|]]
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Propriétés du produit scalaire

2.1 Calcul vectoriel

w ;N : quels que soient les vecteurs 1 et ¥ on a
Vecteurs égaux § to UjOU I'S

Vecteurs colinéaires

i-T=7-1

Addition vectorielle

Relation de Chasles
iltpication par AU =y : quels que soient les vecteurs u, ¥ et w on a toujours
Coordonnées .

Normes >
Angles : ﬂ: . (fU —+ w

Produit scalaire

V=@ -T+@-@| et |(@+0) - Bd=0 G+7 @

Projections

Produit vectoriel et quels que soient les vecteurs u et v et le scalaire A on a toujours

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan ; ()\,&”‘) U= A\ (ﬂ: o 17) et U - ()\’17) — A\ (’lj . ’17)

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

B Positivité : quel que soit le vecteur u on a toujours

i-d=|a*>0| e |@-d4=0 < «=0
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Interprétation géomeétrique du produit scalaire

2.1 Calcul vectoriel . . . Z v 7
Vecteurs : W Le produit scalaire de deux vecteurs u et v est égal

Vecteurs égaux

Vecteurs colinéaires

N . , cette longueur étant comptée positivement si I'angle
Addition vectorielle 4 . g . :
EBlaiion de Chasies TR entre les deux vecteurs est aigu et négativement si cet angle est obtus.

Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd
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Produit scalaire dans une base orthonormeée

2.1 Calcul vectoriel

T B Dans la base orthonormée (é’lg é’g) (base canonique) des vecteurs du plan,
Vecteurs égaux : le produit scalaire des vecteurs

Vecteurs colinéaires

Addition vectorielle ; i [ U’l ] 7 [ ,Ul ]
Relation de Chasles 4 U = et V=
Multiplication par A : U2

Coordonnées 4

Normes : est simplement égal a

Angles :

Produit scalaire . - =

Projections . UV =1ui1v; _I_ U222
Produit vectoriel :

Produit mixte

22Geomeriecupan ¢ M De méme, dans la base canonique (€71; €2; €3) des vecteurs de I'espace, le
. . . — T — I
2.3 Géom. dans I'espace  : prOdUI’[ scalaire des vecteurs u = [Ul U9 US] etv = [Ul V2 ’US] est

2.4 Moindres carrés

U+ U = uiv1 + u2v2 + uzvs

heig-vd
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Projections orthogonales

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

H La du vecteur v sur le vecteur u est notée vz
ou v (lorsque le vecteur u sur lequel on projette est clairement établi).

B La composante de v orthogonale a u est, elle, notée U .

S
|

_|_
S
|_

)

|

B REMARQUE. Les deux notations || et U, supposent que le vecteur u sur
lequel on projette est clairement identifié par le contexte.

J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 32



Projections orthogonales (2)

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B En partant de l'interprétation géomeétrique du produit scalaire, on obtient que
la longueur de la projection orthogonale de ¥ sur u est

( T T
|U]| cos(0) = T"_,‘T si § est aigu (c.-a-d. si - ¥ > 0)
u
[zl = < 7
—||¥]| cos(8) = — T si f est obtus (c.-a-d. siu - U < 0)
u
\
B Cette projection est colinéaire a u et donc a ﬁ (vecteur unitaire de méme
u

direction et méme sens que u).

B Finalement elle est de méme sens que u si # est aigu et de sens opposé a
u si 0 est obtus.

—»

B Pour obtenir la projection ¥/ il suffit de multiplier —— par ||vz|| si 6 est aigu

—»

et de multiplier _W par ||Uz|| si 0 est obtus.
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Projections orthogonales (3)

2.1 Calcul vectoriel

B On obtient alors

Vecteurs
A . f = = — — —
Vecteurs égaux . u - v U U v 4
Vecteurs colinéaires : i AT = 5 US| 0 est algu
Addition vectorielle E . HUH HUH HUH
Relation de Chasles E /U’l_f = < AN LA
. 4 O Y) Uu u-v
Multiplication par A i 4 .
i : =, —W H _,H2 u Sl v, est obtus
: @ || u
Normes
Angles .
i : W La est donc
Produit scalaire 3
Projections
Produit vectoriel E 'L_l: . Q_f
o — —
Produit mixte . i pr— ~ 12
o ]|
2.2 Géométrie du plan
2.3 Géom. dans I'espace E
2.4 Moindres carrés E L] Quant a la ’ e”e, eSt
égale a
— —>
U - U
q —
| Tzl -
||

heig-vd
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Orientations

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B Dans le plan, une base (i, ¥) (c.-a-d. un couple de vecteurs non
colinéaires) est dite ou si le passage de u a
U (par la rotation de plus petit angle) se fait dans le sens trigonométrique
positif (sens contraire des aiguilles d'une montre, sens anti-horaire).

v e >
U
=
U
(u; V) est une base directe (u; ¥) est une base indirecte

—

B Dans I'espace, une base (u, ¥, W) (c.-a-d. un triplet de vecteurs non
coplanaires) est dite ou si elle vérifie la
regle (des 3 doigts) de la main droite (aussi appelée regle du tire-bouchon
ou du tournevis).
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Produit vectoriel

2.1 Calcul vectoriel

—

Veoteurs Le associe a tout couple (a, b) de vecteurs de I'espace
Vecteurs égaux 3 1_as — z
un troisieme vecteur c note

Vecteurs colinéaires

Addition vectorielle

Relation de Chasles E ou (|u « a Cross b >>)
Multiplication par A :

e M Siles vecteurs a et b sont non colinéaires, le vecteur ¢ est tel que
Normes >

Angles

1) la direction de ¢ est orthogonale a celles de a et b, autrement dit ¢
est un vecteur normal au plan engendré par a et b;

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

2) le sens de ¢ est donné par le régle de la main droite, autrement dit le
triplet (a, b, ¢) forme une base directe de I'espace ;

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace 3) la norme de C est égale a ||a|| - HI;H -sin (@) ou 6 est I'angle compris

2.4 Moindres carrés

entre a et b, autrement dit la norme de ¢ est égale a I'aire du parallé-
logramme construit sur a et b.

M Sia et b sont colinéaires alors leur produit vectoriel est égal a 0.

heig-vd
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Propriétés du produit vectoriel

. . inverser 'ordre des vecteurs du couple change le sens
du produit vectoriel :

—

bAd=—(dAb)

0 (a gauche et a droite) :

AN(b+3)=anb+aAC| e | (@+D)AC=GAC+DAC

B Compatibilité avec la multiplication par un scalaire :

— —

(AG) Ab=a A (\b) = A(@ADb)

B Les deux propriétés précédentes peuvent étre combinées en une seule, la

—

EANN+pd) = N@AD)+p@Ad) | et | A+ pb) A= Aa@AE)+ ubAé)

heig-vd
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Proprietés du produit vectoriel (2)

|@ A BlI* + (@ b)* = [lal* |18l

DEMONSTRATION. Soit 8 I'angle compris entre a et I; de la définition du produit vectoriel on a
la AB|I1* = ||@]*[[b]* sin®(6)
alors que de celle du produit scalaire on a
(@-b)* = [|a@l|*||b]|* cos* (6).
Il ne reste plus qu’a additionner ces deux résultats pour obtenir
|@ A BII* + (@-b)* = [|a]|*|1B]|? (sin®(6) + cos®(6)) = [l 15]>.
7 . le produit vectoriel n'est pas associatif en général :

EN(AG) £ (@AD)AE  engénéral

heig-vd
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Calcul du produit vectoriel

B Dans la base canonique (€7, €2, €3) de 'ensemble des vecteurs de I'espace (et plus
généralement dans toute base orthonormée directe de 'ensemble des vecteurs de I'espace),

le produit vectoriel de

ai b1
i — a9 et b= b
est égal a
az by | |
as bs

_ a2b3 — a3b2 aq bl 51 aq bl
a/Nb= a3b1 — a1b3 = — 52 a9 b2
a1bz — azb; es az b3

J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 39



Démonstration

agbz — agbs
Soit ¢ = a3b1 — a1b3 .Onaa-c= alagbg 7 alagbg = (. De maniére
| a1b2 —agby | — aga1b3 + azaibs

similaire on vérifie que b - ¢ = 0 et le vecteur ¢ est bien orthogonal aux vecteurs a et b.
On a également

|12 = (agbs — asba)® + (azby — a1b3)® + (arba — agh1)’
= a3bs + afbs — 2a1a2b1by — 2a1a3b1bs + asb] + asbl
7 agb% + a%b%
alors que
(@ b)% = a®by + 2a1a2b1ba + a3bs + 2a1a3bbs + a3bs.

En sommant, on obtient

a?b? + a2b? + alb? + o203 + adb? + a2b3 + a?bd + a2b3 + adb3 = ||d@||?||b||?

eig-v

et le vecteur ¢ a la bonne norme.

h
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B Pour les vecteurs @ =

Ou encore

Q
=
Sl

S

Sl
I

€]
€9
€3

—10e; = (=16)c

—10
= 16
~ 1 o | .
€2 + | _9 4 €3
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Produit mixte

2.1 Calcul vectoriel

Vecteurs

Vecteurs égaux
Vecteurs colinéaires
Addition vectorielle
Relation de Chasles
Multiplication par A
Coordonnées
Normes

Angles

Produit scalaire
Projections

Produit vectoriel

Produit mixte

2.2 Géométrie du plan

Le associe a tout triplet (a, b, ¢) de vecteurs de I'espace un
nombre réel noté et égal a
ou

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B Les deux expressions precédentes sont toujours egales.

B Les trois vecteurs a, b et ¢ sont coplanaires si et seulement si leur produit
mixte est nul.

B Le produit mixte |d, b, c| est positif si le triplet (a, b, C) est orienté
positivement et négatif s’il est orienté négativement.
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Calcul du produit mixte

B En partant de sa définition et de la formule de calcul du produit vectoriel on obtient

B EXEMPLE. Le tétraédre de sommets A(1,0,1), B(1,1,2), C(2,3,2) et D(4,1,2) aun
volume égal a 1 car le volume signé du parallélépipéde construit sur AB, AC et AD est

Yy @ J V1l 2
V:[AB,Aé,Azﬁ]=|Az§ AC AT = EE
11 1
7 1 =
_0—|1 1|+‘3 1‘——(1—3)+(1—9)—2—8——6.

B RAPPEL. Le volume du tétraédre est égal a un sixieme de celui du parallélépipede.

e

V

J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 43
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2.2 Géometrie analytique du plan

heig-vd
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Le plan R?

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

Le plan R?
Droite du plan
Equation vectorielle

Equations
paramétriques

Equation cartésienne
Equation normale
Positions relatives
Angles

Distance point-droite

Dist. entre 2 droites

2.3 Géom. dans 'espace .

2.4 Moindres carrés

heig-vd

On travaille dans le plan, noté R?, muni

B d'une base canonique (€7, €2) orthonormée et directe, aussi notée (i, 7);

B d'un repeére cartésien (O, €1, €2), aussi noté (O, ¢, 7)

B du produit scalaire euclidien.

as’-——— — — — — — —
27 ai
di— 0OA — |
a9 |
|
A |
€9 |
— ' >
O €1 ay L1
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Droite du plan

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

Le plan R?
Droite du plan
Equation vectorielle

Equations
paramétriques

Equation cartésienne
Equation normale
Positions relatives
Angles

Distance point-droite

Dist. entre 2 droites

2.3 Géom. dans 'espace .

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B Soit A un point du plan et ¥ un vecteur non nul. La

et de est 'ensemble des points X pour lesquels AX:
et U sont colinéaires :

d:d(A,ﬁ):{XeRﬂE?:M,AeR}

AZUQ v

J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 46



Equation vectorielle de d

2.1 Calcul vectoriel

i X est un point quelconque de d = d(A, ¥) et si on pose & = Oyf\ et
o
= (A, alors

P

2.2 Géométrie du plan ' N

Le plan R?

S|

Droite du plan

Equation vectorielle 7
Equations . X & d < A =
paramétriques e

Equation cartésienne g = 5‘? =
Equation normale E

Positions relatives . K> f =
Angles :

>
S

AeR

AeR
AeER

A

AN
_|_
2

>
S

Distance point-droite

Dist. entre 2 droites E [] La forme

2.3 Géom. dans 'espace .

T=ad+ M, NeR (1)

2.4 Moindres carrés

est appelée I

B REMARQUES. Pour définir d, on peut choisir pour A n'importe quel point
de d et on peut remplacer v par n'importe quel multiple non nul.

heig-vd
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Equations paramétriques de d

2.1 Calcul vectoriel

B En passant aux composantes, I'équation (1) s’écrit

2.2 Géométrie du plan

Le plan R? .

Droite du plan : r1T = a1 + )\Ul )\ » 5
Equation vectorielle L c ( )
N ; To = as + Av9

Equations

paramétriques

Equation cartésienne

Equation normale § avec

Positions relatives E = V1

s ; X(x1,z2), Alai,a2) 7 ZciiiEs [ A

Distance point-droite

Dist. entre 2 droites
2.3 Geom. dans lespace © M L€ systeme (2) correspond aux de la droite d.

2.4 Moindres carrés

B REMARQUE. Le choix du point A et du vecteur directeur v n’étant pas
unique, une droite admet une infinité de représentations parametriques.

heig-vd
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Equation cartésienne de d

2.1 Calcul vectoriel

B En éliminant le paramétre A dans les équations paramétriques de d on
obtient une de la droite. Cette équation peut s’écrire
Droite du plan SOus Ia forme

Equation vectorielle § Alxl + A2£Ij‘2 + A3 — O I (3)
Equations .

paramétriques

2.2 Géométrie du plan

Le plan R?

Equation cartésienne ou Aq, As et As sont trois nombres réels vérifiant (A, As) # (0, 0).

Equation normale . .

Positions relatives : M Si A; = 0, la droite est horizontale (x1 peut prendre n'importe quelle valeur
ey : alors que celle de x5 est fixée).

Distance point-droite E

Distene 2droes ;W Si Ao = 0, la droite est verticale (cette fois c’est x2 qui peut prendre

2.3 Géom. dans lespace n’importe quelle valeur et x1 qui est fixé).

2.4 Moindres carrés

B Sila droite n'est pas verticale (As # 0), on peut isoler x5 et écrire son
équation cartésienne sous la forme (bien connue)

To = mx1 + h ou encore y=mx+ h

ou m est la pente de la droite et h son ordonnée a l'origine.

heig-vd
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Vecteur normal et équation normale de d

2.1 Calcul vectoriel

| H Un a d est un vecteur non nul 77 orthogonal a v, c.-a-d.
2.2 Géométrie du plan 4 U
2 : telque - v = 0.
Droite du plan 5 7 )
equationvectoriele M La droite d, passant par A et de vecteur normal 72, est formée de tous les
o : points X pour lesquels les vecteurs A?(: et 17 sont orthogonaux.

e Dans cette approche, la droite d est décrite par son
Equation normale

Positions relatives E
Angles § ’fi . (f — 5) = O (4)

Distance point-droite

Dist. entre 2 droites

2.3 Géom. dans I'espace 5 ou
2.4 Moindres carrés E

T5— 0)—5 — . a =0 et 1=

L2 a2 N9

o
<
Q0
8 J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 50



A L2

ﬁ —
(¥
A
X v T —7v
a 15— : et n= L] = 2
y A (%) no (]
T \&2
> >
O 51 L1

heig-vd

J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 51



Liens entre les différentes représentations de d

2.1 Calcul vectoriel

B Sion développe I'équation normale 77 - (£ — @) = 0 on obtient

2.2 Géométrie du plan

Le plan R?

Droite du plan A 9Ly — (n1a1 + ngag) —4)
Equation vectorielle :
i tons : et en comparant cette expression a I'équation cartésienne
paramétriques 4

Equation cartésienne ¢
Equation normale Alllﬂ'l + AQZCQ o A3 =0
Positions relatives .

e on obtient

Distance point-droite § A 7 A
Dist. entre 2 droites . n — 1 et U = A2
' Ay 1

2.3 Géom. dans 'espace .

2.4 Moindres carrés

Les coefficients de x1 et 2 dans I’équation cartésienne de d
correspondent aux composantes d’un vecteur normal a d.

heig-vd
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Positions relatives de deux droites

2.1 Calcul vectoriel

B Deux droites sont si leurs vecteurs directeurs respectifs sont

2.2 Géométrie du plan R Z v / i i
o R2 : colinéaires (paralleles) ou, de maniere equivalente, si leurs vecteurs
Droite du plan : normaux respectifs sont colinéaires.
Equation vectorielle :
Eg;’aa;jg;fques » Deux droites paralleles n'ont aucun point en commun ou en ont une
Equation cartésienne : infinité.
Equation normale . . e _ _
EOSHtions relatives IR » Si elles ont une infinité de points en commun elles sont dites
Angles et représentent le méme ensemble de points du plan.
Distance point-droite .
Dist. entre 2 droites . . 4 .

: W Deux droites sont si elles possedent un seul point en commun.
2.3 Géom. dans 'espace .
=ilioindres e WINEE iy Deyix droites sont si leurs vecteurs directeurs sont

' orthogonaux ou, de maniere équivalente, si leurs vecteurs normaux sont

orthogonaux.

heig-vd
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Angle entre deux droites

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

Le plan R?
Droite du plan
Equation vectorielle

Equations
paramétriques

Equation cartésienne
Equation normale
Positions relatives
Angles

Distance point-droite

Dist. entre 2 droites

2.3 Géom. dans 'espace .

I est égal au plus petit angle compris
entre des vecteurs directeurs de chacune des droites ou, de maniere équi-
valente, entre des vecteurs normaux de chacune des droites.

2.4 Moindres carrés

heig-vd

Vo
dl dl T —0
—> —>
U1 ”(72 U1
i i e

/(dy, ds) = min (4(171, %), 7 — (%1, 172)) e [0:7/2]

B Langle entre deux droites confondues est égal a 0 alors que celui entre

deux droites paralleles mais non confondues n’est pas défini.
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Distance d’un point a une droite

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

Le plan R2 ou A est un point quelconque de d et 77 est un
Drote du plan vecteur normal a d :

Equation vectorielle : dlSt(P d) L HA ﬁ_,”

Equations . 7 7

paramétriques >

Equation cartésienne e g ey
B En utilisant les résultats obtenus precédemment on a

Equation normale

Positions relatives

Angles ; ? -
Distance point-droite . dlSt(P, d) _ HﬁﬁH _ ‘AHﬁHn’

Dist. entre 2 droites

2.3 Géom. dans 'espace .

2.4 Moindres carrés

heig-vd
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AP -7

dist(P,d) = | AP =

I7]]
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Distance d’un point a une droite (2)

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

Le plan R?
Droite du plan
Equation vectorielle

Equations
paramétriques

Equation cartésienne
Equation normale
Positions relatives
Angles

Distance point-droite

Dist. entre 2 droites

2.3 Géom. dans 'espace .

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B SiI'équation cartésienne de la droite d est A1x1 + Asxo + A3 = 0, on

sait que

est un vecteur normal a d. Ainsi, si les coordonnées cartésiennes des points
sont P(CCl, 5132) et A(al, CLQ), on a

AP 7 = |2
4 L.l AQ
= Ayx1+ Asxo — (A1a1 -+ AQCLQ)
= Ajz; + Aszs + Aj

car A ed <— Aja; + Asay = —As. La distance entre P et d est

donc
_ |Aizg 4 Agzg + A3

VAT + A3

J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 57
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Distance entre deux droites paralleles

2.1 Calcul vectoriel

B Parler de distance entre deux droites du plan n’a de sens que pour deux
droites paralléles (confondues ou non).

2.2 Géométrie du plan

Le plan R?
Droite du plan
Equation vectorielle 4 L]

Equations
paramétriques

Equation cartésienne : ] y p g A
. B Siles droites d; et dy sont données par les équations cartésiennes

quation normale

Positions relatives E /
Angles : (dl) . A1$1 + AQZCQ -+ AS —0 et (d2) . Alxl =+ A2£E2 - A3 =0
Distance point-droite 1

Dist. entre 2 droites

alors la distance entre d; et d est simplement

2.3 Géom. dans 'espace .

2.4 Moindres carrés E ‘ A
° 3 -_—

5]
dist(di,ds) = £
N v
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J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 58



2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

Le plan R?
Droite du plan
Equation vectorielle

Equations
paramétriques

Equation cartésienne
Equation normale
Positions relatives
Angles

Distance point-droite

Dist. entre 2 droites

2.3 Géom. dans 'espace .

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B La distance entre la droite d d’équation 3x1 + 2x2 — 1 = 0 et le point
P(4,—1) est

dist(P, d) = = =

B Pour calculer la distance entre les droites d'équations (d1) : y = 4 — 3x et
(d2) : 62 4+ 2y = 1 on commence par récrire leurs équations cartésiennes
sous une forme « compatible » :

(dl):6x+2y—8:0 et (d2)26£6—|—2y—1:0.
La distance séparant les deux droites est alors simplement

| = 8 = (1) S
,/62 +22

diSt(dl,dQ) = = \/@ = 2@.
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2.3 Géomeétrie analytique de I'espace
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Le plan R’

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

On travaille dans le plan, noté R>, muni

B d'une base canonique (€1, €2, €3) orthonormée et directe, aussi notée

- — —

(i, 7, k);
B d'un repére cartésien (O, €1, €2, €3), aussi noté (O, 7,7, E) ;

B du produit scalaire euclidien, du produit vectoriel et du produit mixte.
105

ai
7 e A
W= 0A = | as ’
— |
as esp |
2 2 /
€1 €9 | /7 465
| 7
/
________ V
L1
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Plan de I’espace

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I’espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B Soient A un point de I'espace et & et U deux vecteurs non colinéaires. Le
et de est 'ensemble

des points X pour lesquels

w:wMﬂMD:{XGRWZ}:J@+MQAMGR}

B Si X estun point quelconque de ™ = 7 (A, i, V) etsionposef:a?et
L =
a = OA, alors
Xenr — %, AU+ po, A peR
e
— OX = oD EuT SN
<< I = a4+ A+ uv, A eR
B Laforme
T=a+ \u—+ pv, \,pu € R (5)

est appelée I
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2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Equations paramétriques de

En passant aux composantes, I'équation (5) s’écrit

Le plan R3
Plan de I'espace
Equations param.

Equation normale

2

T ar + Aup +  pu
ro = az + Aug + pv2 , ApeER

T3 a3 + Auz + pus

\

Equation cartésienne
Sl ou, de maniére équivalente,

Equation cartésienne

Distance point-plan

Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

B Les systemes (6) et (7) définissent les du plan 7.

Distance entre 2 droites  «

24Mondrescarés ¢ @i REMARQUE. Le choix du point A et des deux vecteurs directeurs # et @
3 n’étant pas unique, un plan admet une infinité de représentations
parametriques.

heig-vd
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Vecteur normal et équation normale de 7

2.1 Calcul vectoriel

B Tout vecteur 72, non nul, orthogonal aux deux vecteurs directeurs u et U
de 7 est un du plan.

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans 'espace «

3 En particulier le vecteur

Plan de I'espace

n=uNv

Equations param.

Equation normale

est un vecteur normal du plan ™ = w( A, U, V).

Equation cartésienne

Droite de I'espace

B Le plan 7, passant par A et de vecteur normal 72, est formé de tous les

Equation cartésienne

Distance pointplan points X pour lesquels les vecteurs A?(: et 7 sont orthogonaux.

Angle entre 2 plans . . ,

Eanco onro 2 e NRE On obtient alors | 0[S -

Distance droite-plan :

Dfstance point-droitel : ﬁ i (f L 6) _ O (8)

Distance entre 2 droites ¢

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites S ou Z 4 - _ _ g

2.4 Moindres carrés 5 L1 — al ni

:E’:OX:: xo |, a=0A=| as et 1= | no
: L3 as ns

heig-vd
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Equation cartésienne de 7

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B En développant 'équation normale de 7 on obtient

O | 1133 — (n1a1 + noao + ngag) —4(l)

\ . J/
~”

n-a

Cette expression est en fait une équation cartésienne de .

B De maniere générale, tout plan 7 peut étre décrit par une
de la forme

‘ Ai1x1 + Asxo + Agxs + A4 =0 I (9)

ou Ay, As, A3 et A4 sont quatre nombres avec (Aq, Aa, A3) # (0,0,0).

Les coefficients de 1, 2 et 3 dans I’équation
cartésienne d’un plan 7t correspondent aux compo-
santes d’un vecteur normal de 7.
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Equation cartésienne de 7 (2)

2.1 Calcul vectoriel

B Léquation cartésienne d’'un plan 7 peut étre obtenue en éliminant les deux
parametres de sa représentation parametrique.

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace
Le plan R3 : M Elle peut également étre obtenue a 'aide du produit mixte.

Plan de I'espace

En effet, le point X appartienta m = w(A, u, U) si et seulement si les

Equations param. . 7 Z Z . . . .
Equation normale : vecteurs AX, u et U sont coplanaires, autrement dit, si et seulement si le
f 0 2tion cartésleniSugg produit mixte de ces trois vecteurs est nul :

Droite de I'espace

Equation cartésienne 4
$ — - — 3
Distance point-plan 1 [CE’ — a,u, U] — O

Angle entre 2 plans

Distance entre 2 plans

g B REMARQUE. Léquation précédente n’est qu’une écriture alternative de

Distance point-droite

Distance entre 2 droites § l,équation nOrmale de .

= onire 2 drollcS En effet 7 = « A ¥ étant un vecteur normal de 7 on a

Distance entre 2 droites S

S e conc M F—a,4,7]=0 < (F—a) - @AT) =0 — (£—a)-7=0.
o

5
20
&
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Droite de I’espace : equations parametriques

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I’espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B La construction paramétrique d’une droite est identique dans I'espace et
dans le plan.

B Etant donné un point A et un vecteur ¥ non nul. La
et de est décrite par I’

rT=a+ v, AeR (10)

fz()? et EL’:(TZL

B En passant aux composantes, on obtient les

de d.
( r1 = a1 + Avg
{ 9 = a2 + Avg , AER (11)
| T3 = a3 +  Avg
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Equation cartésienne de d

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B En éliminant le paramétre A dans les équations paramétriques de d on
obtient deux équations cartésiennes de plans, la droite d étant alors égale a
leur intersection.

B De maniére générale, toute droite d de I'espace peut étre représentée par
deux de la forme

Ajx1 + Asxo + Asxrg + Ay =0
Bix1 + Boxg + Byxs + B4 =0

(12)

ou chaque équation correspond a celle d’'un plan contenant d.
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Equation cartésienne de d (2)

2.1 Calcul vectoriel

B Dans les équations (12) les vecteurs

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace § i Al 7 P Bl 7
Le plan [t : n, = | Ao et 19 = | Bs
Plan de I'espace .

Equations param. . | A3 a E B3 A

Equation normale :

Equation cartésienne 3 correspondent a des vecteurs normaux aux plans 71 et m9 dont la droite d
O eorecs U est l'intersection et le vecteur

Equation cartésienne

Distance point-plan . s 4 oz

Angle entre 2 plans . (07— U] A Uy
Distance entre 2 plans :

Distance droite-plan : est un de d
Distance point-droite .

Distance entre 2roites [l En effet, ¢ étant orthogonal & 721 il appartient a 7m1 mais étant également
TN orthogonal 715 il appartient également & 9 et U est contenu dans
I'intersection des deux plans.

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd
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Distance d’un point a un plan

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

ou A est un point quelconque de 7 et

2.3 Géom. dans 'espace «

e 71 est un vecteur normal a 7 :

Plan de I'espace

Equations param. ; ? .
Equation normale ; dlSt(P 7_(_ . Hﬁnu . |A N

Equation cartésienne

Droite de I'espace

Equation cartésienne

Distance point-plan

ageenre2pians  © M La définition de la distance entre un point et un plan de I'espace est

T "o 2P, identique a celle de la distance entre un point et une droite dans le plan. De
Distance droite-pl : e . e

e plus si 'équation cartésienne de m est A1 x1 + Asze + Asxs + Ay = 0,

Distance point-droite

Distance entre 2 droites § on sait que ~ _
Angle entre 2 droites E Al
Distance entre 2 droites « ,ﬁ:‘ - A2

2.4 Moindres carrés § AS

) est un vecteur normal a .

%D
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Distance d’un point a un plan (2)

2.1 Calcul vectoriel

B Ainsi, si les coordonnées cartésiennes du point P sont (x1, €2, x3), 0on a

(o—ﬁ—ﬁ)-ﬁ:O—ﬁ-ﬁ—(ﬁl-ﬁ

= A1x1 + Ao + Asxs + As

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace E i,
: Aﬁ )

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale 1
Equation cartésienne : ; — . .

: car A enm <— OA-n = —A,4 (quel que soit le point A de ).
Droite de I'espace 1
Equation cartésienne

B La distance entre P et 7 est donc

Distance point-plan

Angle entre 2 plans .
Distance entre 2 plans E . ’Alﬁlj‘l + AQCE’2 + A3$3 + A4’
Distance droite-plan E dlSt (P (lel ) ZUQ 9 ZE3) 9 ﬂ-) —

4 2 2 2
Distance point-droite E \/Al T A2 + A3

Distance entre 2 droites E
Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd
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Angle entre deux plans

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B Deux plans 71 et mo peuvent étre ou

» Les deux plans sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux

sont colinéaires.

s’ils ne possedent aucun
s’ils contiennent les mémes points.

lls peuvent alors étre
point en commun ou

S’ils sont sécants, leur intersection est une droite. On peut alors définir
'angle entre 1 et o a partir de 'angle entre leurs vecteurs normaux 4
et 1o :

/(m1,72) = min (L(ﬁl, fa), T — /(71 ﬁz)) e [0;7/2]

Comme dans le cas de I'angle entre deux droites sécantes, I'angle entre
deux plans sécants est toujours compris entre 0 et 7 /2 et les deux plans
sont lorsque I'angle entre les deux est égal a /2.
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Distance entre deux plans paralleles

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan

Angle entre 2 plans

Distance entre 2 plans

Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B La distance entre deux plans paralléles 71 et mo est égale a la distance
entre 711 et un point quelconque de 72 (ou inversement).

B Siles plans sont donnés par les équations cartésiennes

(1) : Ayx1 + Agxg + Asxzs + A4 =0

et
(m2) : A1 + Aoz + Agzz + Ay =0

alors la distance entre 71 et o est simplement

. |Ay — A
dist(my, mg) =
) VAL + A7+ Af

car quels que soient le point A € 7 et le point B € w5 on a

AB - i=OB -f—OA-fi=—Al, — (—Ay) = Ay — Al

J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 74



Distance entre une droite et un plan paralleles

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

B Une droite d et un plan 7 sont

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

si le vecteur directeur de d est
coplanaire avec les vecteurs directeurs de 7 ou, de maniére équivalente, si
le vecteur directeur de d est orthogonal au vecteur normal de 7.

Si on note ¥ le vecteur directeur de d, w1 et U ceux de m et = 11 A U
son vecteur normal, les vecteurs v, 1 et uy sont coplanaires si et
seulement si leur produit mixte est nul :

[17,111,17:2]20 = 27-(?7;1/\1_1:2):0 — Jg-n=2>0
et on a bien I'équivalence avec I'orthogonalité entre v et 7.

La distance entre une droite d et un plan 7 paralléles est simplement la
distance entre un point quelconque de d et le plan 7.

Si la droite d et le plan 7 ne sont pas paralléles, ils possédent un unique
point d’intersection. On peut alors définir 'angle entre d et  a partir de
'angle entre le vecteur ¥ de d et le vecteur normal i de 7 (on y revient...).
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Distance d’un point a une droite

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace .

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B La distance entre un point P et une droite d est égale a la plus petite
distance entre P et un point de d (méme définition que dans le plan).

B Si A désigne un point quelconque de d et v un vecteur directeur de d, la
norme du produit vectoriel ﬁ A\ U est égale a 'aire du parallélogramme

construit sur ﬁ et v. Il suffit de diviser cette norme par celle de v (la base
du parallélogramme) pour obtenir sa hauteur.

B La distance entre un point P et une droite d passant par A et de vecteur
directeur v est donc

_|IAP A

dist(P,d) =

17]]
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Distance entre deux droites paralleles

2.1 Calcul vectoriel

B Deux droites de I'espace sont si leurs vecteurs directeurs
respectifs sont colinéaires.

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

3 . \ ’7 \ []
:ﬂ p'Z”Ilf& B La distance entre deux droites paralleles est égale a la distance entre la
an de I'espace . 7 . . .
R lons param! ; premiére droite et un point P quelconque de la seconde (ou inversement).
Equation normale :
Equation cartésienne . (d)
Droite de I'espace . B REMARQUE. On peu’[ aussi calculer la
Equation cartésienne distance entre P et d par projection
Distance point-plan E

orthogonale de 1@ sur v. On a alors

Angle entre 2 plans .

Distance entre 2 plans E

Distance droite-plan § jﬁ . 1@ || _|_ A’@J_ P

Distance point-droite E

Distance entre 2 droites E
E et

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites §
2.4 Moindres carrés 5 dlSt(P d) _ ‘ |A ?J_‘ |
: ) -

Z\!ﬁ—ﬁnl\-

AP

]

heig-vd
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Angle entre deux droites ou entre une droite et un plan secants

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

Le plan R3

Plan de I'espace
Equations param.
Equation normale
Equation cartésienne
Droite de I'espace
Equation cartésienne
Distance point-plan
Angle entre 2 plans
Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2 droites E

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites  «

2.4 Moindres carrés

heig-vd

B Deux droites de I'espace sont si elles possédent un et un seul
point commun.

B Langle entre deux droites d; et d2 sécantes, de vecteurs directeurs
respectifs U7 et Uy, est défini et se calcule de la méme maniére dans
I'espace ou dans le plan :

/(dy, ds) = min (4(171, %), 7 — (71, 62)) e [0:7/2]

B Pour un plan 7 et une droite d sécants, I'angle entre 7 et d se calcule en
prenant le plus petit angle entre un vecteur normal 77 de 7 et un vecteur
directeur U’ de d et en prenant le complément a 7 /2 :

/(m,d) = g _ min (L(ﬁ, %), 7 — /(7 17)) c [0:7/2)
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Distance entre deux droites gauches

2.1 Calcul vectoriel

B Deux droites de I'espace qui ne sont ni paralléles ni sécantes sont dites

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

tfa‘:zr;ipace B La distance entre deux droites gauches di = d( A, v7) et ds = d(B, vs)

Equations param. ¢ est égale a la plus petite distance entre un point de d; et un point de ds et
Equation normale § est donnée par la formule

Equation cartésienne

Droite de I'espace E
Equation cartésienne ‘ [A ﬁ , ’171 , ’172] ‘
Distance point-plan & d

: 1St (d1 : d2) =

Angle entre 2 plans

|71 A V|

Distance entre 2 plans
Distance droite-plan

Distance point-droite

Distance entre 2droes : [l La valeur absolue du produit mixte A§ Rui vg] est égale au volume du
Angle entre 2 droites ’

parallélépipede construit sur 1@ U1 et Uo. En divisant ce volume par la
norme du produit vectoriel U1 A v, égale a I'aire de la base de ce
parallélépipéde, on obtient sa hauteur qui n’est rien d’autre que la distance
entre les deux droites.

Distance entre 2 droites -

2.4 Moindres carrés

heig-vd
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Distance entre deux droites gauches (2)

2.1 Calcul vectoriel

B Un autre raisonnement permettant d’établir la formule précédente est
possible :

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

:afllzr;ipace : » Soient d; = d(A,T1) et dy = d(B, ¥2) les deux droites gauches
Equations param. passant, respectivement, par les points A et B et de vecteurs directeurs
Equation normale respectifs U1 et Us.

Equation cartésienne E

Droite de fespace » Les plans 71 (A, U1, ) et mo (B, U1, U2) sont paralléles, de vecteur

" e normal @ = ¥ A Uy et contiennent, respectivement, d; et do.

Distance point-plan

Angle entre 2 plans

» La distance entre les deux droites gauches d; et ds est égale a celle
entre les plans paralléles 71 et o :

Distance entre 2 plans
Distance droite-plan .
Distance point-droite . ? -
Distance entre 2 droites E ‘ A ) n‘

dist(dy, d2) = dist(my, 7a) = |ABx|| = T

Angle entre 2 droites

Distance entre 2 droites -

2.4 Moindres carrés |1ﬁ : (?71 /N\ 772)| | [E’ 61’ ?72] ‘

v ATl || AT
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2.4 Méthodes des moindres carres

heig-vd
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Rappels sur les systemes linéaires inconsistants

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

Systeme inconsistant

Meilleure approximation E

Critéres des moindres
carrés

Interprétation géom.

Les équations normales «

Matrice de projection

heig-vd

B Considérons un systéme d’équations linéaires Ax = bavec A : m X n,
Z € R"etb € R™. Ce systéeme peut posséder

1) une solution unique,
2) une infinité de solutions,

3) aucune solution.

Dans le dernier cas il est dit ou

B Lalgorithme de Gauss-Jordan permet de détecter une telle situation car le
systeme Ax = b est inconsistant si et seulement si la matrice échelonnée
équivalente a la matrice augmentée A du systeme possede un 1 directeur
en derniere colonne.
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Meilleure approximation

2.1 Calcul vectoriel

B Confronté a un systéme inconsistant on peut chercher a en calculer la (ou
les) « moins mauvaise(s) » solution(s).

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

B e incorcn . Plusieurs criteres ont été proposés pour choisir la
Meilleure : de la solution d’'un systeme linéaire inconsistant.

approximation

Critéres des moindres
carrés

nerpreaiongsom. - Le plus connu et, de loin, le plus utilisé en pratique remonte a Gauss
Les équations normales lui-méme et consiste a retenir la (ou les) solution(s) *
e do prolecticTgg , ces derniéres étant définies comme la
: différence entre la valeur du membre de gauche et celle du membre de
droite de chaque équation :

P= AZ —b.

heig-vd
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Critere des moindres carrés

2.1 Calcul vectoriel

B Selonle la meilleure solution d’un systeme
inconsistant Ax = b est donc le (ou les) vecteur(s) " minimisant la norme
(euclidienne) au carré du vecteur Ax — b :

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

Systéme inconsistant f* i argmin( HA:Z: s I;HQ)

Meilleure approximation E

g % - o
Criteres des moindres <
carrés

REMARQUES.

Interprétation géom. 7
Les équations normales  : a) Le vecteur des erreurs ¥ = Ax — b est également appelé le vecteur
Matrice de projection . deS réSidUS

b) La minimisation de la norme au carré du vecteur r fournit la méme
solution que la minimisation de la norme de 7.

c) Sile systeme est consistant, la meilleure approximation au sens des
moindres carrés est simplement la (ou les) solution(s) du systeme.

heig-vd
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Premier exemple

2.1 Calcul vectoriel

B Considérons le systéme a une seule inconnue

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace Ny — 1 15
: < =
2.4 Moindres carrés E 2:1} = 3 2 3
Systeme inconsistant % N—— N—
Meilleure approximation . A — i
: =70 b

g % - o
Criteres des moindres -
carrés

Interprétation géom.

B tons o B Ce systéme est clairement inconsistant. Pour trouver sa meilleure solution
o —— approchée, au sens des moindres carrés, il faut chercher la valeur a donner
: a x pour laquelle la norme (au carré) du vecteur

P = (e —

est minimale. Le vecteur p' = ax associé correspond alors au point de la
droite (J) de vecteur directeur @ (et passant par I'origine) le plus proche du

—

point b.
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J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 85



Interprétation géeomeétrique

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

Systéeme inconsistant

Meilleure approximation

Critéres des moindres
carrés

Interprétation géom.
Les équations normales

Matrice de projection

Y

heig-vd
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Cas general

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

Systéeme inconsistant

Meilleure approximation E

g % - o
Criteres des moindres <

carrés

Interprétation géom.

Les équations normales -«

Matrice de projection

heig-vd

B Lorsque le vecteur & parcourt tout R"”, le vecteur Ax parcourt, lui, le
sous-espace engendré par les colonnes de la matrice A du systeme
(sous-espace appelé enveloppe linéaire et noté lin(A)).

: Z A
B EXEMPLE. Pour la matrice A = , lorsque le vecteur x = [

L4

> O =
SONEL DN

parcourt tout R? le point

4 Z 2k >
[)\]:)\ O +p]| 1

P= AF =

> O
S =N

parcourt tout le plan (7) passant par I'origine et dont les deux vecteurs
directeurs correspondent aux colonnes de A.
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Interprétation géeomeétrique

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

Systéeme inconsistant

Meilleure approximation E

Critéres des moindres
carrés

Interprétation géom.

Les équations normales «

Matrice de projection

heig-vd

B Afin de minimiser la norme du vecteur ¥ = A% — b il suffit de déterminer le
vecteur p'de lin(A) le plus proche de b. La solution de ce probléme est

bien connue et consiste a choisir pour p la

Sy

=y

—

D= pl“Ojlm(A)( )

3
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Les équations normales

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

Systéeme inconsistant

Meilleure approximation E

Critéres des moindres
carrés

Interprétation géom.

Les équations
normales

Matrice de projection

heig-vd

B Le vecteur * doit étre orthogonal a lin(A) et tel est le cas si et seulement

si le produit scalaire entre ce vecteur et chacune des n colonnes a; de la
matrice A est nul, c.-a-d. si et seulement si

— —

G =Gy 7= =

Le calcul du produit scalaire a@; - 7 n’est pas différent de celui du produit
matriciel @; 7 (d’un vecteur-ligne par un vecteur-colonne). Le vecteur 7 doit
donc vérifier

R — 0.7 — [

conditions qui s’écrivent aussi, sous forme matricielle, A" = 0.

En remplacant 7 par AZ — b, on obtient le systéme A'(AZ — I;) —0Oet?
est orthogonal a lin(A) si et seulement si Z est solution des

ATAZ = ATh
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Meilleure approximation

2.1 Calcul vectoriel

2.2 Géométrie du plan

2.3 Géom. dans I'espace

2.4 Moindres carrés

Systéeme inconsistant

Meilleure approximation E

Critéres des moindres
carrés

Interprétation géom.

Les équations
normales

Matrice de projection

heig-vd

La meilleure approximation au sens des moindres carrés de la solution
du systéme (incompatible) Ax = b est donnée par la solution des équa-
tions normales :

ATAZ = A7Tb.

B Ce systeme d’équations linéaires est toujours compatible, il peut cependant
posséder une solution unique ou une infinité de solutions'!

B Lorsque les équations normales possedent une solution unique, c’est-a-dire
lorsque la matrice A" A est inversible, la meilleure approximation de la
solution du systeme AL = b est

‘f*:(AﬁAyﬂATEI
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(

\

L1
2371

A=

%

_I_

1
2
— |

Considérons le systeme

3332
5332
L2

=0
=
L

et le systéme est sans solutions.

|

Lo+Lo—214
L3<L3+1L1

Y

1
2
—1

1]
0
0

227
—5H

1

-3
1
—

|

L1
L2

2
|
—3

Si on cherche a résoudre ce systeme a I'aide de I'algorithme de Gauss-Jordan on obtient :

L3+ Ls+2Lo
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Exemple 1 (2)

Pour déterminer sa meilleure solution approchée, au sens des moindres carrés, on calcule les

équations normales
A — A'D.

On obtient premierement

1 -3
.y 2> 1 7472 § 14
AA_[—S 4 _? ‘;’ g s
puis Z Z
e\ 274 ? Z 7
~ 3/ 25 47 | —14
__3_
é‘) J.-F. HECHE, Mathématiques 2, 2025 — 92



Exemple 1 (3)

Ici, la matrice A*A est inversible car

det(ATA):‘ _12 _ég ‘:6-35—142:210—196:147&0.

La solution des équations normales est donc unique et la meilleure approximation, au sens des
moindres carrés, de la solution du systeme initial est

Wi
7| 14 35 7o
Z 6 — 14777z

B s

et 6 7
A Ay 14
% 6 — 147l

= 21 40
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Considérons maintenant le systéme

,
L1

§ 221

\ _ZU]'

o 3$2 7 3%3
— 919 + 4dx3
7

Ici aussi le systeme est inconsistant comme on le constate en essayant d’échelonner sa matrice

augmentée :
T
A = 2 =5
i —1 1
P
() 1
7o 0

L2<—L2—2L1
L3+ L3+1L+

Y

1
0
0

—
1
—2

3
—2
4

Lsy<+L3+2Lo
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Le calcul des équations normales donne :

A'A =

et

ATh =

—14
i

—14

—28

Exemple 2 (2)

10
35 —28
26

Contrairement & I'exemple précédent, la matrice A’A n’est pas inversible car

6
—14
10

/I\

—14
35
—28

10
—28
26

6(35 - 26 — 28%) + 14(—14 - 26 + 28 - 10)
)

+10(14 - 28 — 35 - 10
756 — 1176 4 420 = 0
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Exemple 2 (3)

On doit donc résoudre les équations normales a I'aide de I'algorithme de Gauss-Jordan (ou une
de ses variantes).

En échelonnant et réduisant la matrice augmentée B des équations normales A’AZY = A"b
on obtient

G 10 7 1 07 =3 eie
B s st 9% | —14 | ~ 0 /17 =2l
Pio7-28 26 “ By U 0 |

ensemble .S des solutions, au sens des moindres carrés, du systéme initial est donc

heig-vd
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Exemple 2 (4)

|l est important de remarquer que, quelle que soit la solution & € .S choisie, on obtient toujours
la méme projection orthogonale p = AX (qui est, elle, unique) et le méme vecteur d’erreurs

F=p—b= AT b

En effet
= V4 734
AT = ey —" I +a | 2
—i 7 72
7= 724 e - 1/2
= 5 1 | ‘ol 2 2
S | 07 1 —B%

eig

e

quel que soit o € R.
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Matrice de projection

2.1 Calcul vectoriel

B Lorsque la matrice A" A est inversible, 'unique solution des équations

: normales est
2.3 Géom. dans I'espace ; f s (ATA)_lATg.

2.4 Moindres carrés

2.2 Géométrie du plan

Systéeme inconsistant

Meileure spproximation 3 g | 3 projection orthogonale p du vecteur b sur le sous-espace engendré par

Critéres des moindres ~ » :
carrés : les colonnes de la matrice A est alors

Interprétation géom.

. —
Les équations normales < v

P = proj,;, 4(b) = AZ = A(ATA)"' A"b.

Matrice de projection

et [a matrice

P=A(ATA)tAT

n’est rien ’autre que la

heig-vd
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