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CHAPITRE

Calcul intégral

1.1 Intégrales définies et sommes de Riemann

On considére une fonction f : [a,b] — R continue et positive ou nulle dans un intervalle
réel [a,b] non vide. L’'intégrale définie de la fonction f entre a et b est notée

/ab f(z)dzx

et sa valeur est égale a l'aire S de la surface comprise entre 'axe des z, le graphe de la

fonction f(x) et les verticales x =a et z = b :

Y

r=a b
Sz/ f(z)dx

y = f(x)

r=>b

b €T

1.1  Déterminer la valeur de chacune des intégrales définies proposées (raisonner géo-
métriquement et utiliser les propriétés de base des intégrales).

4 5
a) / 7dz b)/ | da
1 -3

c) /abxda: d) /Olmdx

avec 0 <a<bd

1.2 Déterminer la valeur de chacune des intégrales définies proposées (raisonner géo-
métriquement et utiliser les propriétés de base des intégrales et les résultats de

I'exercice précédent).

4 1
a) / —T7dx b) / Tdx
1 4

5 b
c) / xdx d) / xdx
-3 a

avec0<b<a

Mathématiques 2



Chapitre 1 — Calcul intégral

a

1.3  Soit f définie et continue sur R. Simplifier I'intégrale / f(z)dz dans le cas ou

—a

a) f est une fonction paire, b) f est une fonction impaire.

1.4  Déduire la valeur de la troisieme intégrale a partir des deux premieres.

Si /14f(:v)dx =4 et /13 3f(x)der =5 alors /34 2f(z)dx =7

1.5 Déduire la valeur de la troisieme intégrale a partir des deux premieres.

4 4 3
Si / f(x)dx =5 et / A4f(z)dx =6 alors / (5—2f(x))dz ="
0 3 0
1.6  Calculer la valeur de chacune des intégrales définies suivantes.

9 [ Ge-nar o [l o [}l

b) L %mdx d) /1 o) f) /1 tan(a)da

b
1.7 a) Soit b un nombre réel positif. Calculer la valeur de I'intégrale définie / z?dx
0
au moyen d’une somme de Riemann.

b

b) Déduire du résultat précédent la valeur de / z2dz.
—b

c) Utiliser les résultats précédents afin de calculer la valeur de chacune des inté-
grales définies qui suivent.

4 -2 b
i) / 22dx ii) / z2dzx iii) / x2dx, (a,b € R)
3 4 a
1.8 Calculer la valeur des intégrales suivantes.

a) /0 " cos(t)dt b) /0 7 in2(t)dt ¢) /0 7 cos (nt)dt

avec n € N*

1.9  a) Soit f une fonction continue sur [a, b]. Montrer que

[ s@ar] < [

b) Quand ’égalité a-t-elle lieu ?

1.10 Calculer la valeur moyenne de la fonction f(z) = |2— ||| sur lintervalle I = [—4, 4].
Déterminer également toutes les valeurs ¢ € I pour lesquelles f(c) est égal & la valeur
moyenne calculée.
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J.-F. HECHE 1.2 Primitives et intégrales indéfinies

1.11 On consideére la fonction, définie par morceaux,

1 sixz <2,
flz) = 0 si2<z<3,
-1 sixz > 3.

a) Représenter graphiquement f(z) pour = dans l'intervalle [0, 5].

b) Déterminer ensuite la valeur des intégrales suivantes.

) /04f(m)dw ii) /15 f(z)dzx iii) AQ f(z)dz

Pour z € [0, 5], on définit la fonction F'(z) par F(z / f@)

c) Représenter graphiquement F'(z).
1.12 Soit f(t) = |t] et F(x) la fonction définie pour € Ry par

Fz) = /Omf(t)dt _ /0 1t]dt.

a) Représenter graphiquement f(z) et F'(x) pour x dans l'intervalle [0, 4].
b) Calculer F'(n) pour n € N.

¢) Donner une expression de F' valable pour tout z € R...

1.2 Primitives et intégrales indéfinies

> Soit f une fonction réelle définie et continue dans un intervalle réel I, toute fonction F
dérivable sur I et vérifiant

Fl(z)=f(x) Vzel

est appelée une primitive de f sur I.

> Des qu’'une fonction admet une primitive sur un intervalle, elle en admet une infinité,
toutes égales a une constante additive pres.

> La famille de toutes les primitives de f sur I est appelée I'intégrale indéfinie de f et

est notée
/ f(z)dz

et si F'(z) est une primitive (quelconque) de f(z) sur I on a
/f(:v)d:v:F(x)-i-C', CeR .

La constante C est appelée constante d’intégration.

1.13 Pour chaque fonction f proposée, déterminer la primitive F' qui vérifie la condition

demandée.
a) f(z) =22 avec F(1) = —4 b) f(z) = % et F(z) s’Tannule en x = 9
1.14  Est-il vrai / L= Y 4 Cavec C€R?
. st-il vrai que T = avec :
q (14 x2)? 1+ 22
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Chapitre 1 — Calcul intégral

1.15 Calculer les intégrales indéfinies suivantes.

a) /(490 + 3)dx e) / (\/Z—F sin(t)) dt
n [ %dm
g) /e_tdt

Y [ oo

1.16 Calculer les intégrales indéfinies suivantes.

a) / Vx2dz e) dz

2¢ — 1

2
f) /“ dx
r+1

b) /(9t3 — 4t + 3)dt
c) /x(w + 3)dz
d) /2x5dx

b) / (x — 1)3dz
c) /%dm g) /(3x — )1 Tdz
d) /e’3m+2dm h) /3fmdx

1.17 Calculer les intégrales indéfinies suivantes.

a) /$\;_51dx e) /sinz(ac) cos®(z)dx

x 2 _ 19,
b [ D [ - 1"
c) /sing(t) cos(t)dt g) /Smx(f)dx
z—4 z+3
D [ st h) / Rt

1.3 Théoréme fondamental de I’analyse

2 _
i) / xsxdac

) dx
J 1+ 22
k) /cos(3t)dt

1) /Asin(wt + @)dt

i) / cos>(t)dt

. 2
j) /4+x2dac

k) /eQSin(w) cos(x)dx

) /cos(x) s

sin?(z)

> Le lien entre intégrales définies et indéfinies est donné par le théoreme fondamental de

I’analyse

Théoréeme fondamental de 1’analyse. Soit f une fonction continue sur
l'intervalle [a,b] et x un point de cet intervalle, alors la fonction S définie

sur [a, b] par

S(z) = / " Ft)dt

est la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en a (la fonction S est donc
continue et dérivable sur [a, ] et sa dérivée est égale a f).

Dit autrement, si l'intégrale de Riemann d’une fonction continue f est
dérivée par rapport a sa borne supérieure on obtient la valeur de f en

cette borne :
d

S'(w) === [ f(®)t = fo)
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J.-F. HECHE 1.3 Théoreme fondamental de I’analyse

et son corollaire

1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

Corollaire. Si f est une fonction continue sur I'intervalle [a,b] et F' une
primitive de f dans cet intervalle, alors

b b
/a f(z)dz = F(z)| = F(b) — F(a).

Calculer les intégrales définies suivantes.

a) /_42 5dx c) /07T sin(a)da e) /027r sin(t) cos(t)dt
-3

—2dz 1
d / — f / =1
b)[l dz L ) [ e

Calculer les intégrales définies suivantes.

0 31 10 22 +7
2 1\5
a) [1 x(z® —1)°dx c) /2 xln(:v)dx e) [1 (CE—l)de
T /6 1 dx
b / tan(t)dt 3 f / -
) [ ten®) d)/o tan®(¢)dt ) |

Calculer les intégrales définies suivantes.

L arctan(x) T tan?(t) 2 12
——=d —_— 4(2x — 3)™“d
2) /0 T+a2 °) /0 T —sin2(0) ™ ° /1 (2 = 3)"da

b) /jx/ledx d) /f Mdt f) /133$dm

1 — cos(t)

Soit f une fonction continue, que valent les dérivées suivantes.

Q) o [ fds o = [ s
1 22
b) o [ s L s

Pour x € R, on considere la fonction G définie par

G(z) = /:m cos(t)dt.

a) Calculer G(m/4).
b) Déterminer G'(x).

c¢) Déterminer le polynéme de Taylor d’ordre 3 de G au voisinage de xg = 0.

Mathématiques 2 5



Chapitre 1 — Calcul intégral

1.23 Soient les fonctions
@)=, gl@) =2 F et h(z) = min (f(2),9(x))

a) Représenter graphiquement le domaine limité supérieurement par le graphe
représentatif de h et inférieurement par la droite horizontale d’équation y = 1.

b) Calculer l'aire A de ce domaine.

1.24 a) Montrer, pour tout entier n > 1, I'inégalité

1 1 1
Hn:1+§+§+---+521n(n—|—1).

INDICATION. Borner supérieurement la valeur de l'intégrale de f(z) = 1/x
entre 1 et n + 1.

b) Déduire du résultat précédent la limite de la suite harmonique (Hy,n > 1).
Autrement dit, calculer, si elle existe, la limite

n
. . Z 1

1.4 Techniques d’intégration

1.4.1 Intégration par changement de variable et par substitution

1.25 Calculer les intégrales indéfinies suivantes en effectuant le changement de variable
proposé.

a) /CE\/CE — 1dz, poser x =t>+1,t >0

poser x = 3sin(t)

3
) [ =t
dx
x+

1.26 Calculer les intégrales indéfinies suivantes en effectuant la substitution proposée.

poser x = t3

\/E 9
~ — >
b) / 1 dﬂ?, poser T t ,t 0 d) /

a) 7sin3(t) dt, poser u = cos(t) c) / Ldm oser t = 9 — x2
1+ cos?(t) P N oz P -
x/2 dx
e _x/2 d /7 t =
b) /7Mdm, poser ¢t = %/ ) vz poser NG

1
V1—22

1.27 Calculer la valeur des intégrales définies suivantes.

)/4 dx IH(Q)\/ﬂﬁ—ld
a  Wrtaw c) ; et — ldx

9 1 8 dx
b d d /7
)/0 1+\/Ex ) 1 Yo+ 2z

RAPPEL. La dérivée de la fonction arcsin(x) est
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J.-F. HECHE 1.4 Techniques d’intégration

1.4.2 Intégration par parties
1.28 Calculer les intégrales indéfinies suivantes en effectuant des intégrations par parties.
a) /xe“”dx e) /x3e_x2dx
b) /\/Eln(:v)dx f) /arctan(x)dac
c) /562 cos(z)dx g) /xZG_xdx
d) /COSQ(t)dt h) /exsin(x)dm

1.29 Calculer la valeur des intégrales définies suivantes.

a) /ﬂtsin(t)dt c) /Og T ar

z cos?(x)

2

b) /1 s n(z)da d) /O "¢ + 1)alda

1.30 Calculer les intégrales indéfinies suivantes en effectuant d’abord une substitution
puis une intégration par parties.

a) /sin (Vz) dx b) /eﬁdx

1.31 a) Vérifier, a 'aide d’une intégration par parties, que pour tout entier n > 1 on a

/ﬂ:"exdac = z"e’ — n/xn_lexdac.

b) Utiliser le résultat précédent pour calculer / ztetdr.

¢) Donner également une formule pour / z"e*dzx valable pour tout entier n > 0.

1.32 Soit f une fonction dérivable et strictement croissante dans un intervalle I = [a, b]
et f~1 sa fonction réciproque.

a) Montrer que

f(®) b
[ T 0y =070) —oft@) ~ [ f@)s
INDICATION. Effectuer un changement de variable suivi d’une intégration par
parties.

b) Interpréter géométriquement 'identité précédente.

c) Utiliser 'identité pour calculer

1
(1) /Oﬁ/Qarcsin(y)dy (2) /0 arctan(y)dy

1.4.3 Intégration des fonctions rationnelles

1.33 Calculer les intégrales indéfinies des fonctions rationnelles suivantes.

2 z+5 222 — 5x + 1
a)/?)x_?dac b)/x+2dac C)/ix—?) dx

Mathématiques 2 7



Chapitre 1 — Calcul intégral

1.34 Calculer les intégrales indéfinies des fonctions rationnelles suivantes.

T 322 -3x+2
d T z? T +
a)/x2—3x+2w C)/ 2 _ o dz
1 9
b) / dx d /7$d
a? -1 N T p— L
1.35 Calculer les intégrales indéfinies des fonctions rationnelles suivantes.
20+ 7 z+1
_d d
a)/(90—1)2:6 /4x2—20x+25x

1.36 Calculer les intégrales indéfinies des fonctions rationnelles suivantes.

-1
da d/ x d
422 +9 ) x3+x2+9x+9x
2z —1 Tx —2
b d e
)/x2—|—4 v ) | 5™
3—6 _
g [, YRS
e —x+2 42 — 4m+2

1.5 Intégrales impropres et généralisées

1.37 Calculer, en se préoccupant de la convergence, la valeur des intégrales suivantes.

+o0 +o0
—z/104 / r g
a) /0 e x e) N x
-1 dx oo 8
b il
| f) [m e
0 /*‘X’ dx ) /*00 dx
5 x(z+1) & e xln(x)
+00 +oo
d) / sin(wt)dt (w>0) h) / xe “dx
0 0

1.38 Calculer, en se préoccupant de la convergence, la valeur des intégrales suivantes.
L dx 12 dg
0 [ o [t
0o VT 0 xln“(x)
L dx 3 1
b [ 5 N[ da
-1 1/2 xIn(x)

4 dr 2 dr
c) g)
0 Vi—u o Vo1

too dy -2
d o X
) 1 /-1 h) /5 z+3
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J.-F. HECHE 1.6 Applications du calcul intégral

1.39 Le résultat suivant permet d’établir la convergence ou la divergence de certaines
intégrales impropres par comparaison.

Soient f et g deux fonctions continues sur I et telles que

f(x) >g(x) >0 Va el

i) Si / f(x)dx converge alors / g(x)dz converge aussi.
I I

ii) Si / g(z)dz diverge alors / f(x)dx diverge aussi.
I I

Utiliser les critéres précédents pour décider de la convergence ou de la divergence
des intégrales généralisées suivantes.

w/2 +oo +oo 1 -z
a) / - ! dx b) / e da c) / T e
o sin(x) 1 1 x

1.40 Fonction Gamma
Pour x réel et strictement positif on définit la fonction Gamma par

400
I'(z) = / t* e tar.
0

REMARQUE. On montre que l'intégrale généralisée converge quel que soit = > 0.
a) Montrer, & 'aide d’une intégration par parties, que pour tout réel x > 0 on a
I(z+1) =al(x).
REMARQUE. On considérera comme acquis que tligrn t*e~t = 0 quel que soit le
—r+00
réel z > 0.

b) Calculer I'(1).

¢) Quelle est la valeur de I'(n) lorsque n est un entier strictement positif ?

1.6 Applications du calcul intégral

1.41 Calculer 'aire A du domaine borné délimité par les paires de fonctions suivantes.

a) f(z) =4et g(z) = (v —1)° c) f(z) =7 et g(z) =2°
b) f(z)=2—2%et g(x) = 22 d) fl)=avd—22et g(x) =0

1.42 Calculer l'aire A du domaine délimité par les graphes des fonctions sin(z) et cos(z)
pour x entre O et 57”.
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Chapitre 1 — Calcul intégral

1.43

1.44

1.45

1.46

1.47

1.48

1.49

1.7

Calculer l'aire A du domaine borné délimité par la parabole z = y?/4 et la droite
y =2x — 4.

Yy
477
r=1y2/4
2T y=2x—4
| | | | | | |
I I I | I I I
2 1 1 2 3 4 5 ¥
_92 1
4

Calculer le volume V' du solide engendré par la rotation autour de I'axe Ox de la
région délimitée par

1 x
a)y=—,x=1,z=3ety=0 b) y=a’+2,2=0,z=1lety=z+1
X

Calculer le volume V' du corps de révolution engendré par rotation autour de l'axe
des z de la surface bornée comprise entre la parabole y = 2 et la droite y = 2 — x.

Calculer le volume V et 'aire A d’une sphere de rayon r.

INDICATION. Considérer la fonction f(z) = vr? — 22

Calculer le volume V' contenu dans une calotte sphérique de hauteur h découpée
dans une sphere de rayon 7.

Une fourmi se proméne sur le graphe de la parabole d’équation y = x2/4. Elle part
du sommet de la parabole et avance vers la droite jusqu’a ce que la pente qui lui
fait face soit égale & 100 %. Calculer la distance D parcourue par la fourmi.

1
REMARQUE. Une primitive de /2 4 1 est 3 (t\/ 24+ 1+1In(t+ V2 + 1))

Trompette de Gabriel
Calculer le volume V et laire latérale A du corps de révolution engendré par la
rotation autour de I'axe Ox de 'arc d’hyperbole y = 1/x pour = > 1.

Exercices supplémentaires et récapitulatifs

1.50 Calculer la valeur moyenne des fonctions f proposées sur les intervalles I indiqués.
1
a z)=8—adet [ =[-2,1 b r)=—=c¢et [ =1[6,12
) (@) ~2,1] ) 1@) = Sy et T = [0.12
1.51 Pour z € R, on considere les deux fonctions
x
f@)=2@=la) e F@)= [ f
a) Représenter graphiquement f(z) et F'(x) pour x dans l'intervalle [0, 3].
b) Donner une expression de F'(x) valable pour tout = € R.
10 Printemps 2025



J.-F. HECHE 1.7 Exercices supplémentaires et récapitulatifs

1.52

1.53

1.54

1.55

1.56

dx

m en effectuant le changement de variable

Calculer l'intégrale indéfinie /
x = 3tan(t).

Donner votre réponse sous une forme aussi simple que possible.

1 =

Calculer la valeur de I'intégrale définie /1 1/ Y dz en effectuant le changement
1 x
2

de variable z = sin?(t).

Pour R > r > 0 on consideére le cercle C de centre (0, R) et de rayon r (et, donc,

d’équation C : 22 + (y — R)? = r?). Calculer le volume V et l'aire latérale A du tore
obtenu par rotation de C autour de 'axe Oz.

1
REMARQUE. Une primitive de /1 — t? est 3 (t\/ 1—t2+ arcsin(t)).

Pour quelle valeur du parameétre réel A la quantité / (1 — Asin(x))*dz est-elle
0

minimale ?
On considere les deux fonctions de R dans R définies par

el —e 7 e® e %
Yy = Sll’lh(fE) = T et Yy = COSh(CC) = +T
appelées, respectivement, sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique et dont les

graphes sont représentés ci-dessous a droite.

a) Vérifier, en développant et simplifiant, 1'iden-
tité

5 —+4
) o y = cosh(x)
cosh”(z) — sinh*(z) =1, Vo € R. 44

b) Déterminer les dérivées de sinh(z) et cosh(z).

c¢) Le sinus hyperbolique étant strictement crois-
sant et continu, il définit une bijection de R
dans R et possede donc une fonction réci-
proque appelée argument sinus hyperbolique,
notée arsinh(z) et vérifiant

y = arsinh(z) <=z =sinh(y). -3 -2 -1 1 2 3

Utiliser la formule de dérivation des fonctions
réciproques afin de calculer la fonction déri-

—2 4+
vée de arsinh(x).
d) Déterminer une formule pour arsinh(z) en ré- =3 T
solvant la définition de sinh(z) par rapport
ax. —4 4
e) Calculer une primitive de la fonction 1

fx) = Va2 + 1.
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Chapitre 1 — Calcul intégral

X
1.57 Pour z € R, on consideére la fonction G(z) = / sin?(t)dt.
0

a) Déterminer G'(x).
b) Déterminer le développement limité de G d’ordre 5 au voisinage de z¢ = 0.

RAPPEL : sin(2a) = 2sin(a) cos(a).

1.58 Calculer les intégrales indéfinies qui suivent.

1 2z + 3 4o —1
—d ———=d ————d
)/\/E(x—l)x C)/x2—4x+7x e)/2x2—2x—12x

1 Vo +4 r—1
b) /mdx d) - dx f) /mda@

1.59 Calculer la valeur des intégrales définies qui suivent.

oy 1 Vz)d T,
t [
a) /_1 pp—_ c) / arctan(y/z)dz e) /e () x
e 1/2 +00 1 4 cos?(t)
2] ) [ A
b) /1 x”In(x)dx d) 1/24—3:2 ) i . dt

1.60 Calculer les intégrales indéfinies qui suivent.

1 x“+1
2 /<w+1><x+2><x+3>dw b) /7953_2352“6“

1.61 Calculer les intégrales indéfinies qui suivent.

a) /%dw c) /ln:g)dx e) /%dw

b) /emcos(2x)dac d) /ﬁ@)da@ f) /Mda@

1 — cos(x)

1.62 A Dinstant ¢ = 0 un mobile se déplagant horizontalement se trouve a la position
x(0) = 0 et possede une vitesse instantanée v(0) = 1. Si son accélération a(t) est

donnée par la fonction
1 sil<t<2
alt) = { 0 sinon

calculer la vitesse v(t) et la position z(¢) du mobile pour ¢ > 0.

1.8 Solutions d’exercices choisis

4 5
)/7dx:21 b)/ \elde = 17
1 -3

c¢) La valeur de l'intégrale est égale a l'aire d'un y=e
trapeze :
b b b — a2
/ vdz = 2 o (b—a)= a
a 2 2 o b T
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J.-F. HECHE 1.8 Solutions d’exercices choisis

d) Pour —1 < z <1, le graphe représentatif de la fonction
définie par y = v/1 — 22 n’est rien d’autre que la partie
supérieure du cercle unité et

1
/\/1—x2dm = % -1 1 *
0

4 1 5
1.2 a) / —Tdr = —-21 b) / Tdx = —21 c) / xdr =8
1 4 -3

d) Siles bornes vérifient 0 < b < a on a y Y=z

b a
/xdm = —/ xdx:—b+a-(a—b)
a b 2

a? — b2 b2 — a2

- 9 - 9 b a

1.3 a) _aa f(z)dz = 2/0a f(z)dzx b) /a f(z)dx =0

—a

1.4  En utilisant la linéarité de I'intégrale définie on obtient

/13 3f(z)dz = 3/13 flx)dr et /13 f(z)de = =

La relation de Chasles et la linéarité permettent alors d’obtenir

/34 2f (x)dx =2 /34f(96)dx =2 (/glf(m)dm+/14f(m)dm)
=2 <—/13f<x>dm+/l4f<x)dx) —9 <_§+4) - %

1.5  En utilisant la linéarité de I'intégrale définie et la relation de Chasles on obtient

/03(5—2f($))dx:/035dx—2/03f(x)dx:5.3_2/03f(x)dx
et

/ dx—/f dm—l—/ dx<:>/ dx—/f dm—/f

En partant de la deuxiéme intégrale donnée on tire

/344f(x)dac:6 = /34f(:n)dx:—:—
[ s@ite= [ sae - [ e =

5—2f(z))dx = 15 — 2 )iz =152+ —8
X IR ;

Ainsi

[NCRIEN|

et

16 o) [ (el-dr= [ (a-virs [ @ de=-
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1.7

b) /%lmdx:/01(—1)dx+/0%0dx:—

2 V2 V3 2
c)/LxQde:/ 1dm+/ Qdm—i—/ 3dr =5—v2—-3
1 1 V2 V3

3 2 3
d) / m?’dm:/ 13dx—i—/ 23de =9
1 1 2
2
3 1 3 1 3 1 37 12
e) /medx:/xodx—i—/Qxldx:/1dw+/2:cdx: —|—L:g
1 L 1 1 1 2 2 8

2 2 2

1
f) / tan(a)da = 0 (la fonction tangente est impaire)
-1

a) Pour b > 0, on cherche a calculer la valeur de

I'intégrale définie
b
S = / 22dx
0

correspondant a l’'aire sous la parabole d’équa- a=0 b oz
tion y = f(x) = 2% dans l'intervalle [0, b].

> On choisit une subdivision réguliére de I'intervalle [0, b] en n sous-intervalles.
On a alors

b
xk:k-—, /{?:0,1,...,77,
n

et, quel que soit k,

Axk:xk—xk_lzk-g—(k‘—l)-é:E:Ax.
n n o n

> Dans chaque sous-intervalle on choisit son extrémité supérieure comme point
d’évaluation : )
xp=xp=k-—.
n
> La somme de Riemann correspondant aux choix précédents est

n n b

b B
=1

k=1 k=1 n

> Pour obtenir S il reste a calculer la limite de la somme précédente lorsque n
tend vers +o0 :

b 1(2n+1
S = lim Zkz = lim — n(n+1)@n+1)
n—-+oo ’I’L n—4+oo N

, b3 n—|—1 n+1 b
= lim —- . -~ .1.2=
n—+oo 6 n n 6

> Ainsi, quel que soit b > 0, on a

/Obf(:c)dx = /Obedx = ?

14
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J.-F. HECHE 1.8 Solutions d’exercices choisis

b 253
b) / 2idr = — car f(x) = 22 est paire.
b

. 4 2 37 .. —2 2
c) 1)/3xdx:§ 11)/4 xdr = —24

1

NIE]

1.8 a) /Oﬂcos(t)dt:/o cos(t)dt+/;cos(t)dt:0 ]

—1

b) Le sinus et le cosinus étant égaux a un déphasage de % pres on a

2w 2w
/ cos?(t)dt = / sin®(t)dt
0 0

et
1

2w 1 2w 2w
/ sin?(t)dt = = / (cos2(t) - sin2(t)) dt = = / 1dt = .
0 0 2 Jo

2
c) Les arguments précédents s’appliquent quel que que soit 'entier n € N* et
2m
/ cos?(nt)dt = .
0
1.9  a) Quel que soit = € [a,b], on a —|f(z)| < f(z) < |f(z)|. Ainsi

< [l an

/ab f(z)dz

_/ab’f(w)’dxg/abf(x)dxg/ab’f({ﬂ)’d.%' et

b) L’égalité a lieu si et seulement si f ne change pas de signe dans U'intervalle [a, b].

1.10 La valeur moyenne de la fonction f(z) = |2 — ||| sur Dintervalle I = [—4, 4] est

1 /4 1 4 1 4
fuoy = 5[ J@de=g5 [ P=lefldr =7 [ [2—alda

_ 1(/02(2—35)dx+/24($—2)d$>:%/02(2—9”)6195
)
2

2
22

N —

Il existe quatre valeurs pour c € 1 )
telles que f(c) =1 : \ /\ / y—1

c=-3,c=—-1,c=1let c=3.
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Chapitre 1 — Calcul intégral

1.11 a) Le graphe de f(x) est représenté en traitillé rouge ci-dessous.

Y
- = =@
277
— y=F@
] ===y =0
———————
1 2 3 4 5
-1 4+ O = ===

4 5 2

b) i) / flx)de =1 i) / f@)de = -1 i) / f(x)dz = 1
0 1 4

c) Le graphe de F(z) est représenté en trait plein bleu ci-dessus.

1.12 a) Le graphe de f(x) est représenté en

traitillé rouge et celui de F'(z) en trait 6 -4
plein bleu ci-contre.
5 4
n—1
—1
b)F(n):Zk:%,neN i
k=0
3 4
) F(x) = F(lz]) + (z — [z])[z]
2 4
lz](lz] - 1)
T e .
=]
3 — 13
1.13 a) F(x) = 3 b) F(z) =2z —6
. e z . 1—a?
1.14 C’est vrai car la dérivée de ——— est bien ———.
1+ 22 (14 22)?

1.15 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

a) 222 +3z+C e) §Vt3—cos(t)+0 i) l<1—l>—{—C
x x
94 2 33 .
b) Zt —2t°+3t+C f) §Vx2—{—C' j) arctan(z) + C
3 2 1
z® h) tan(t) + C D) 2 cos(wt C
d) 5 +C ) tan(t) + ) - cos(wt + ) +
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1.8 Solutions d’exercices choisis

1.16 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

a) gv5x7+C e) %1n|2:r3—1|—|—0 i) sin(t)—ésing’(t)—FC
(x —1)° . x
b) 5 +C f) e+ Injz+ 1|+ C j) arctan 5 +C
-2 18 1 sin(x
¢) 2Inl|z| +C g)u+0 k) e 4 ¢
54 2
1 3¢ 1
d) == 3r+2 C . ) —— +C
) =3¢ * b -me T ¢ ) )

+1
a)/\5/x_2dx—/x5dx:§ +C §x%+0:§5x7+0
21 7 7
—1)9 9
b) /(:c_l)gdx:/<(”” 91) ) iz — & 91) +C

2 1
c) /—dwzQ/—dx:21n|x|+C
x x
—3z+2 1 —3z+2 ' 1 —3z+2
d) [e dr = —3¢ de = —3¢ +C

de 1 2 1
- dr = -In|2z — 1|+ C
e)/Qx—l 5 | gzt =52z -1+

42, [e+D4+1, 1 B
f)/x+1dx—/ por dw-/<1—i—x+1)dw-x—i—ln|x—i—1|—i—C

1 1 (3z —2)l7+! (3z — 2)18
)y = = 3T gy L Br=2 L Br-2)F
g)/(3x)dx 3] B3 Bro2dr= o e
f’(l‘) f(l')”
h) /3_$d$ = /6_1n(3)md$ = — 1 /_1n(3)6_1n(3)xdx _ _eiln(?’)m LC
In(3)

i) /cosg(t)dt = /cos(t) (1 - sinZ(t)) dt = /c\os/(iz dt — /Cos(t) sin?(t) dt
(sin(t))’

1 (sind(t)/3)’
= sin(t) — 3 sin®(t) + C

Mathématiques 2
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Chapitre 1 — Calcul intégral

2 /sclcr)lz((:;))dx - /f@ ﬁdw - _/ (sinl(x))/dx - _sinl(x) +C

———
[ f@)72
1.17 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.
2 1
a) g\/E(ﬂc—i-?))—i-C g) ;cos(x)—i-(}’
b) & —5ln|z+5/+C h) 1 ¢
xz—5In |z
(22 4 62)
1 .4 R
c) 7 5in t)y+C i) gln (x)+C
2 372 : L 30241
d) 3% —2x+C j) —g¢ T+ O
1 -3 1 -5 1 3
e) 3 5in (x)—gsm (x)+C k) gtan (t)+C
1
)%(xZ—l)looJrC ) 2Injz+ 1] —z+C

Solutions détaillées

a) $}1dx—/<%+%)dx:/<ﬁ+%)dx
:§@+2ﬁ+0:§\/§(x+3)+0

5—95 d
b)/ ° dx:/de:/dm—5/ * =z—5lnlz+5/+C
x+5 x+5 T +5

1
c) /sin3( cos( /451n cos(t)dt = ~sin(t) + C

4
(sm(t))
-4 [(Vr-2)(Vr+2)
9 \/5+2dx_/ itz =

e) /sin2(x) cos®(z)dx = /sinz(x) (1 - sin2(x)) cos(z)dx

/(\/E—Q)dngx:S/Q—Qx—{—C

= /sin2(az) cos(z) dxr — /sin4(:v) cos(z) dx

/ /
(sin3(:v)/3) (sin5(:v)/5)
= ésin:’z(m) - %sin%x) +C
1 1 ( 1)99+1 (562 _ 1)100
2 109, _ 1 2 1Y99 1 _
f) /x(m 1)9de 2/(2;5) (@2 = )"de = 54 O= O

fr@) f(x)?

o) /sinm(f)dx = %/— sin (g) (—%) dr = %/(cos (g)),dx = %cos (g) +C
) [ererie =3 /(e e (e s
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J.-F. HECHE 1.8 Solutions d’exercices choisis

i) /wdm _ %/31“%% =2 [ (@) dr = S i) +

x x

) /3567312“6535 - / (—6z) - e=3° L gy — _16*312+1 L C
@) ef@

k) / e dt:/ o 'c,o;(t)dt:/ tan?(t) - (tan(t)) dt = 20 | ¢

cos(t) cos?(t) 3

1—2 (x+1)—
Y - _ 2
1) 1+xdw / / 14+ /dm—i— /1

:—x+21n|1—i—ﬂ:|—{—C:—x+ln((1+x)2)—|—C’

4 4
1.18 a) / S5dx = bz
-2

— 20 — (—10) = 30
—2

-3

-3 ? 9 16 7
b dep="| =2_--"=_2
) /4 TR, T2 2 T 2
c) / sin(a)da = — cos(a)| = — cos(m) + cos(0) = 2
0 0

=In(2) — In(3) = In(2/3)

-3
ot 1 2m 1
e) / sin(t) cos(t)dt = = sin’(t)| = = (sin2(27r) - sinZ(O)) =0
0 2 0 2
1
f) /1et1dt:et1 :eo—e’lze_l
0 0 €
0 2 5 1 2 6 ’
. -1 — (21 _
1.19 a) le(x )’dx 12(1‘ ) T
m T In(2)
b) /3 tan(t)dt = —In(—cos(t))| =— 5 (Cos(t) < 0 pour 37/4 <t < 77)
o7 3
1 T
3

=In(In(3)) — In(In(2)) = In (ln(3))

31
c) /2 mdlen(ln(x)) ) (@)

d) /0 /e tan®(t)dt = /0 /0 sin(t) (1~ cos* (1) /0 e (&(t) - tan(t)) dt

cos3(t) cos3(t)
1 ! 3
_ [20052@) + ln(cos(t))]o —c+In <§>
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10 97 47 109(z — 1) +9 0 9 09
do— [ 22D, d d
e)/4 12" /4 @—12 “ /4 71 “/4 12"

9 10
= [21n(x— 1) — — 1]4 =In(9)+2=2(In(3) + 1)

1
= arctan(3) — arctan(2)

f) /1d7x—/1d7x—arctan(x+2)
0o 22+4z+5  Jo (42241

0
L arctan(x) arctan(z)?|* w2
1.20 a) / v = _ T
o 1+a2 2 |, 32
2 2 2
b) / \/$—1d$:§($—1)3/2
1 1
0 /% tan?(s) g — tan®(t) I 1
o 1—sin®(t) 3 1, 3
5 sin(t) 3
————dt=1In(1 — =1In(2
d) = T cos(l) dt = In(1 — cos(t)) . n(2)
3
2 2 >4
422 — 3 2de = — (22 — 31| = —
e)/1 (20 = 3)%dr = 520 =] = 15
3 3 P 24
f 3dx = =
) /1 T @), m@)

1.21 Soient F' une primitive de f (F existe car f est continue) et C' une constante réelle.

d

a) o [ f@yde = 2 (F@) + 0) = Fl@) = f(2)

1 1
b) i/ f(x)dx =0 car / f(x)dx est un nombre
dx Jo 0

) o [ 50t = 4 (Fla) - FO0) = o) = f(z)

122 a) G(r/d) = /j cos(t)dt = sin(t) _ . % 2 _2\/5.
d ' 2z
b) G'(z) = %/x cos(t)dt = (2x)' cos(2z) — (z) cos(x) = 2 cos(2z) — cos(x).
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J.-F. HECHE 1.8 Solutions d’exercices choisis

¢) Le polynome de Taylor d’ordre 3 d’une fonction G au voisinage de z( est

B <001+ Z0 T

N

A T'aide du résultat du point précédent on obtient successivement

> G(0) = /O " cos(t)dt = 0,

> G'(0) = (2cos(2x) —cos(z))| =2—-1=1,
0
> G"(0) = % (2cos(2z) — cos(x)) | = (—4sin(2x) +sin(z))| =0—-0=0,
0 0
> G"(0) = % (—4sin(2x) 4+ sin(x)) | = (—8cos(2z) + cos(x))| = —7,
0 0

et le polynéme de Taylor d’ordre 3 de G au voisinage de xg = 0 est

Ts(z) =x — g%

1.23 a) Le domaine limité supérieurement par le graphe de h et inférieurement par la
droite horizontale d’équation y = 1 est représenté en figure 1.1.

b) Son aire A est égale a

41n(2) 21a(2) 41n(2)
A= / (h(z) — 1)) dz = / (f@) = Dda+ [, (g(x) ~1)da
0 0 5
21a(2) 41n(2) 41n(2)
:/ f(x)dx + g(x)dz —/ ldx
0 41n(2) 0
5
21a(2) 41n(2) . 41n(2)
:/ e“dr + 2e” 4dx —/ ldx
0 412(2) 0
41n(2) _[AIn(2) 41n(2)
=e’ —8e 4 —x
0 411;(2) 0

=25 —1-8(271-27%) - (4In(2) - 0)

=5(25 —1) - 4In(2) ~ 0,933

Figure 1.1 — Représentation graphique du domaine de ’exercice 1.23.
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En ombré, représentation de

5
dx 1 1 1
Hi= [ = =14 -4>+->.
: /1ij tot3ty

| 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5

Figure 1.2 — Interprétation géométrique des nombres harmoniques
de l'exercice 1.24.

1 1
1.24 a) Pour tout réel x > 1 on a [z] < x et n > — et, quel que soit l'entier n > 1,
T T

cette derniere relation d’ordre est conservée en intégrant les deux fonctions
entre letn+1:
n+l dp n+l
[
N R

De plus, comme illustré graphiquement en figure 1.2, on a

n+l dx 3dac 4dac n+l dx |

alors que

=In(n+1).
Ainsi

L
anzgzln(n—i-l), Vn € N*.

b) En passant a la limite lorsque n tend vers I'infini on a

lim H, > lim In(n+1) - +o0
n—oo

n—o00 -

et la suite harmonique diverge.

1.25 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

3) (0130 +2)+ 0 o W) o
b) 2 (v/z —arctan(y/x)) + C d) ;ln (x2/3 + 1) +C

Solutions détaillées

a) On considére le changement de variable z = ¢(t) = t241 avec t > 0. On obtient
alors dz/dt = (t> + 1)’ = 2t puis dx = 2tdt et I'intégrale devient

/xﬁdw = /(t2 + 1)/ (2 +1) — 1-2tdt = 2/(t2 + 1)t%dt

2t 23
:2/(t4+t2)dt - +5+C
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Il ne reste plus qu’a remplacer ¢ par ¢! (x) = \/z — 1 pour obtenir
5 3

2(vx—1 2(vr—1

/x\/x—ldac: ( x5 ) + ( :U3 )

2
== (z-1)%Be+2)+C, CeR.

r—1 1
— C
5 +3)+

+C:2(x—1)%<

b) On considére le changement de variable x = ¢(t) = t2. On a alors

Ccl; (tZ) — 9% et dr=2tdt

L’intégrale devient

12 22 14+t2-1
/ﬁdac: Ve -2tdt:/1—dt:2/+7dt

1+2x 1+1¢2 + 2 1+1¢2

= 2/ ( ) dt = 2 (t — arctan(t)) + C.

Pour t > 0 on as t = ¢ (z) = /T et en remplagant le résultat précédent on
obtient

VT
/ o xdx =2 (vx — arctan(v/z)) + C.

¢) On considére le changement de variable x = () = 3sin(¢). On a alors

d
d—ﬂ; = (3sin(t)) = 3cos(t) et dx = 3cos(t)dt.
En remplagant dans l'intégrale on obtient

27sin3(t)

563
[ |
99—z 9— 9sm

- 27/sin(t)(1 — cos2(t))dt = 27 (— cos(t) + Cosg(t)> +C.

- 3cos(t)dt = /27sin3(t)dt

On revient & la variable initiale en remplacant ¢ par ¢! (x) = arcsin(z/3) pour
obtenir

= 9( 3 cos(arcsin(x/3)) + Cosg(arcsin(:v/?)))) +C
3
:9< 3y/1— (z/3)? —i—( 1—(m/3))>+C

[ =
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d) On pose * = ¢(t) = t3. On a alors dz/dt = (t3) = 3t et dz = 3t3dt . En
effectuant le changement de variable on obtient

3t2dt t 3
= =3 [ 5 —dt=3]1 2 4+1)+C.
/x+\f /t3 =g+ D+

Il ne reste plus qu’a remplacer ¢ par ¢~ !(x) = ¢z pour obtenir

/xfir jfn«¢72+0443=gmﬁﬁ+d)+0,(JGR

1.26 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

a) cos(t) — 2arctan(cos(t)) + C c) —%\/ 9 —22(18 4 2°%) + C

x/2
b) 2arcsin (62 >+C d) 2In(Vz+1)+C

Solutions détaillées

a) Comme proposé, on pose u = cos(t). On a alors du = —sin(t)dt et l'intégrale
peut étre réécrite comme

sin®(t) sin?(t) .
/ 1 + cos?(t) dt = _/ 1+ cos2(t) (=sin(t))dt

1 — cos? .
- _/ 1+ COS2E2 (= sin(t)dt

Il est maintenant possible d’effectuer la substitution pour obtenir

sin®(t) 1 — cos?(t) 1 —u?
————dt=— | ————= - (—sin({))dt = — | ——=d
1+ cos?(t) 1+ cos?(t) (=sin(t)) 1+uz™

U 1)
—/ u—g—i—l du = u — 2arctan(u) + C
I1 ne reste plus qu’a substituer cos(t) a u pour obtenir

sin3(t)

A — = — 2 R.
T+ cos2 (1) dt = cos(t) — 2arctan(cos(t)) + C, C €

b) On introduit la variable t = ¢*/2. On a alors

dt  d 1
= (6”““/2) = §e‘”/2 et e 2dr =2dt
i i

En effectuant la substitution on obtient

x/2
[—tr= [ Pt = [ ———ar
Ji-e Vi VI-(t/2)?
x/2
2>+Q CeR.

= 2arcsin(t/2) + C = 2arcsin (e
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¢) On pose t = V9 — z2. On a alors

dt / —x —x
_ 2 _ I AN _
dx_{vg x}_m d’ot dt‘mdﬂc

On a aussi 22 = 9 — t? et, en effectuant la substitution, on obtient

3
—/(9—t2)dt:—9t+t—+(§’

/\/%d/m 3

—23
:—9\/——x2+( Q;x)
Vi

:T<—27+(9—x2))+0

+C

:_L);:Uz (18+m2)+C, C eR.

d) On pose t = \/z. On a alors dt = fdw et on peut réécrire 'intégrale comme
suit.

/ da _ dx _ 2 .de
cive ) erove ) ERL B

Il est maintenant possible d’effectuer la substitution pour obtenir

dx
= =21 1 =21 1
/m+\/5 t+1dt n(t+1)+C n(vVzr+1)+C, CeR.

1.27 a) En posant z = p(t) = t2, avec t > 0, on a dx = 2tdt et les nouvelles bornes
d’intégration sont (1) = /1 =1 et p~(4) = v4 = 2 On obtient ainsi

2 otdt 2

4
/1 ets h mre 2@+ =20(+2) - 6) = 26/5).

b) On pose t = f(z) = \/z. On a alors dt = Q\fdx ou encore dr = 2\/xdt = 2tdt.

Les nouvelles bornes d’intégration sont f(0) =0 =0et f(9) = V9 =3 et en
effectuant la substitution on obtient

3

9 1 3 tdt
dr = —— = |2t —2In(1+1¢ =6 —4In(2).
/01+\/5m o 1+¢ [ n(+)L n(2)
. ) 2tdt
¢) En posant t = f(z) = Ve* —1lonaz = f1(t) =In({t*+1) et dz = EIt

Les nouvelles bornes sont f(0) = vVe? — 1 =0et f(In(2)) = Ver@ —1 =1 et

I'intégrale devient

In(2)

1 942 124011 7
ve 1dx —dt =2 ——dt =2|t— t t =2——.
/ot2+1 /0 21 [ arcan()h 2
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DEVELOPPEMENT ALTERNATIF. Si on essaie la substitution ¢ = f(z) = e* on
obtient dt = e*dx = tdx et dx = dt/t. Les nouvelles bornes sont, respective-
ment, t = e =1 et t = €2 = 2 et, en substituant, on obtient

In(2

) 2 dt 2. /t—1
\/ex—ldx:/ \/t—l?:/ ; dt.
1 1

0

A ce stade on effectue le changement de variable t = p(u) = u?+1 (équivalent &
la substitution u = f(t) = v/t — 1). On a alors dt = 2udu et des nouvelles bornes
d’intégration égales, respectivement, a u = V1 -1 =0et u = /2-1 = 1.

Ensuite
2. /t—1 LyVu2+1-1 L 92
/ dt:/i-Qudu:/ du
1t o u?+1 0 u?+1

et la fin du calcul est identique a celle du premier développement.

d) On pose © = ¢(t) = t3, on a alors t = ¢~ 1(x) = {x, dv = 3t2dt et I'intégrale
devient

> 3In(3)

1 4

_/% 3t2dt 3 (2 4t

8  dx 3
——  — [ = o = _gt="In(1 42
/1 Vizor Jor 128 1), 1?12

1.28 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

a) (x—1)e" +C (2 +1) 42
) -1 RNCES I
2z2 2
b) 3 (ln(x) - g) +C f) xarctan(z) — %ln(l +2%) 4+ C
Q) 2weos(@) + (2~ 2sin(@) +C  g) (o242 + e +C
d) %(75 + cos(t)sin(t)) + C h) %(sin(m) —cos(z)) +C

Solutions détaillées

a) Afin d’intégrer ze® on effectue une intégration par parties en posant
flz) = et g(x)=e"
ce qui nous donne
fl(x)=1 et g(x) =e€".
On obtient alors
/xe‘”dm = f(z)-g(x) — /f/(x) cg(x)dr = ze® — /exdm

=ze® —e*+C=(x—1)" +C, CeR.
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b)

Afin d’intégrer /2 In(x) par parties on pose

u = In(x) et dv = \/xdzx
ce qui nous donne
1 9 3/2
du = —dzx et v = v .
T 3
On obtient alors
3 3 3
2z2 In(x) 2x2 2z2In(z) 2
1 de = — der = ———= — = d
/\/E n(z)dx 3 35 0® 3 3 Vrdz
225 In(z) 2 2% 223 2
x2 In(x x x
= ———. =—1 - = C, CeR.
3 3 3 + 3 (n(:c) 3) +C, C¢e
Afin d’intégrer 22 cos(z) par parties on pose, dans un premier temps,
u = x> et dv = cos(x)dz
ce qui nous donne
du = 2xdz et v = sin(x).

On obtient alors
/x2 cos(z)dx = 22 sin(z) — Q/xsin(x)dx.

Pour intégrer z sin(z) une deuxiéme intégration par parties (déja faite en cours)
est nécessaire. On obtient alors

/x2 cos(x)dz = 2? sin(z) — 2 (—x cos(z) + sin(z)) + C
= 2z cos(x) + (2% — 2)sin(x) + C, C eR.

Le calcul de / cos?(t)dt mime celui effectué au cours pour calculer / sin?(z)dz.
Pour le calcul de / e dx on pose

f(z) = 2? et g (z) =ze™™

ce qui nous donne

J(@) = 20 et glx) = —

Pour le calcul de /arctan(a:)dac on pose u = arctan(z) et dv = dx.

Pour le calcul de /xQe*mdx on pose u = z° et dv = e *dx puis on fait une

deuxiéme intégration par parties.

Pour le calcul de / e’ sin(x)dx on fait une 1™ intégration par parties en posant

f(z) = €” et ¢'(x) = sin(z) puis une 2¢ intégration par parties selon le méme
schéma de décomposition.

REMARQUE. On peut aussi poser f(z) = sin(z) et ¢'(z) = €”.
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1.29 a) [sin(t) - tcos(t)K =r—1 c) {x tan(x)—{—ln(COS(x))]O - %_ln@)
b) [%2(21n(x) — 1)}2 = 21In(2) — Z d) {%3 +et(a? — 22 + 2)]; —e— g
1

Solutions détaillées

a) En posant u =t et dv = sin(t)dt on obtient du = dt et v = — cos(t) puis

s

/;tsin(t)dt = —tcos(t) i - /; — cos(t)dt = [sin(t) - tcos(t)] =T 1.

2 b 2

b) On pose f(z) =In(z) et ¢’(z) = x. On a alors f'(z) = 1/z et g(x) = x/2 puis
2 2

2 2 2 2
_/ o, [“” In(z) _x_} :21n(2)—§.
1 1 2 2 4 1 4

22 In(z)

2
In(z)dzr =
/1xn(x)m 5

c¢) Toujours par parties, si on pose f(z) = x et ¢’(z) = 1/cos?(z) on a f'(z) = 1,
g(x) = tan(x) et

™

3 x
——dr =zt
/0 cos2(7) x = ztan(x)

T ).

_/0 tan(x)dxr = —= +In(cos(x)) N

0 V3

d) Ici, deux intégrations par parties successives sont nécessaires. Pour la premiere,
on pose u = 22 et dv = (% + 1)dx ce qui aboutit & du = 2xdr et v = e* + .
On obtient alors

1

1 1
/ (e® + 1)z?dx = 2%(e* + x)| — / (e +x) - 2zdzx
0 0 0
1 1 1
= z2(e® +2)| — 2/ xetdx — 2/ z2dzx
0 0 0

1 1

1 2 3
= z2(e® +2)| — 2/ re¥dy — 2
0 0 3

0
Une deuxiéme intégration par parties permet d’intégrer ze® afin d’obtenir la
primitive (x — 1)e* (voir 'exercice précédent). Au final

1

1 1

23
0 3
23
3

—2(x —1)e”
0

1
/ (e 4+ 1)z?dx = 22(e® + )
0

0
1

= [mzex + 23 — 2ze” + 2¢F —
0

3 1 5

= [%+6$($2—2$+2)]0:€—§.

1.30 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.
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a) 2 (sin (vz) — Vrcos (Vr)) + C b) 2(vx —1)eV® + C
Solutions détaillées

a) Pour intégrer sin (/) on commence par faire un changement de variable en
posant x = p(t) = t? avec t > 0. On a alors dx = 2t dt et I'intégrale devient

/sin (Vz) dzx = /sin(\/t—Z) 2tdt = 2/tsin(t)dt
On enchaine avec une intégration par parties on posant

u=t et dv = sin(t)dt
ce qui nous donne

du = dt et v = —cos(t).
On obtient alors
/sin (Vz) dz = 2/tsin(t)dt =2 <—tcos(t) + /cos(t)dt>
= 2 (sin(t) — tcos(t)) + C

et en remplacant ¢ par ¢~ !(x) = \/z on a
/sin (V) dz =2 (sin (V) — Vxcos (V) + C, C€R.

1.31 a) En posant u = 2" et dv = edx on a du = nz" 'dx et v = € et l'intégrale
devient
/x"exdm =uv — /vdu =a"e” — n/xn_legﬁdx.

b) /x4emdac = (2% — 42® 4 122% — 24 + 24)e® + C, CeR

n

c) /x"exdm =e” <Z Z—'!(—l)"_kxk> +C = (—-1)"e" (i: Z—:(—x)k> +C, C eR.
! = k!

k=0

1.32 Soit f une fonction dérivable et strictement croissante dans un intervalle I = [a, b]
et f~1 sa fonction réciproque.

f(b) b
a) Pour montrer que /f( : f~Yy)dy = bf(b) — af(a) —/ f(x)dx
> on commence par le changement de variable y = f(z). On a alors dy =
f(x)dz et

f®) 1) b
[ oo wdy= [ @) @ = [ af (@) de.
f(a) f=1(f(a))

(a a

> puis on enchalne avec une intégration par parties on posant
u=xz et dv=f(z)dr dou du=dr et v=f(x)

pour obtenir

[ s @ = 2fa)
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f(b)

Figure 1.3 — Interprétation géométrique de la formule de 'exercice 1.32.

b) Pour l'interprétation géométrique on suppose f positive dans [a,b] et 0 < a < b.
La situation est illustrée en figure 1.3 dans laquelle
f(®)

> la valeur de / f _1(y)dy est égale a l'aire de la surface comprise entre le
f(a

graphe représentatif de f, 'axe Oy et les horizontales y = f(a) et y = f(b)
(en bleu dans la figure) ;

b
> la valeur de / f(z)dz est égale a l'aire de la surface comprise entre le graphe

a
de f, 'axe Oz et les verticales © = a et x = b (en orange dans la figure) ;

> aire du rectangle de base [0,b] et de hauteur [0, f(b)] est bf(b) (rectangle
vers dans la figure) alors que celle du rectangle de base [0, a] et de hauteur
[0, f(a)] est af(a) (rectangle en hachuré dans la figure);

> la différence de ces deux aires est égale a la somme des deux premieres.

/3 o1 @) m  In(2)

c) (1)T—§ 1 5

Solutions détaillées

V3/2
(1) En appliquant la formule au calcul de / arcsin(y)dy on a
0

f~Yy) = arcsin(y) et f(x) = sin(x).

fla)=0 = a= f71(0) = arcsin(0) = 0
et
f(b) =+3/2 = b = arcsin(v/3/2) = 7/3.

30 Printemps 2025



J.-F. HECHE 1.8 Solutions d’exercices choisis

On obtient alors

V3/2 w/3
/ arcsin(x)dr = T, @ —-0-0— sin(z)dx
0 3 2 0
™3 ™3 /3 1 ™3 1
= v IVO (o) =TV 2
6 + cos(x) ) 5 + (2 ) 5 5

1.33 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

2
a) gln\?)x—?]—i—C b) z+3lnjz+2/+C ¢) 2’ +x+4ln|z—3|+C

Solutions détaillées

2 2 3 2
a)/ dac:§/ dx:§ln|3x—7|+C,C€R

3z —7 3z —7

T+ r+2+3 3
b de = | ¥————dx = 1+——)de = 1 2 R
)/x+2 T / P /< +x+2) r=x+3n|lx+2|+C, C €

¢) On divise le numérateur par le dénominateur ce qui permet de réécrire la fonc-
tion rationnelle sous la forme

202 —5x +1 4
i 14+ ——
-3 v +x—3

avant d’intégrer chaque terme a droite pour obtenir

222 —5x + 1 4
/%d$=/<2x+l+—3> dr = 2 +z+4Infz—3|+C, C € R,
T — T =

1.34 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

.%'2

a) 2lnjz — 2| —In|z — 1|+ C C)E—i—x—ln\xl—l—c
1. |Jz—-1 1 2
b)glnx+1’+0 d)51n|2ﬂ:—1|+3ln|5x+2|+0

Solutions détaillées

a) Pour intégrer la fonction rationnelle f(z) = D) = 2 3.13°

1. On factorise le dénominateur : D(z) = 2° — 3z +2 = (z — 2)(z — 1)

2. On décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

x A B Az — 1)+ B(z — 2)
= + =
22=3x+2 zx-2 x-1 (x —2)(x — 1)

Pour déterminer A et B on identifie les numérateurs : z = A(z—1)+B(z—2) :

> pourx =2ona2=A, >pourz =1onal=-0B.

x 2 1

La dé sition d std = .
a décomposition de f(z) estdonc P 3212 7-1
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3. On integre finalement chaque élément simple :

1
/f / x dx:/ dx—/ d
—3x+2 r—2 r—1

=2Injz—2|-Injlz—-1]+C, C eR.

N(z) 1

b) Soit la fonction rationnelle f(z) = D)~ #Z-1
x) a?-—

1. Factorisation du dénominateur : D(z) = 2? — 1 = (z — 1)(z + 1).

2. Décomposition en éléments simples :

1 A4 B A+ +Ba-1)
@D+l 2-1 7241 @-D@+1)

3. Identification des numérateurs : 1 = A(x + 1) + B(z — 1)
1 1
Pourleona1:2AetA:§,pourx:—1ona1:—2BetB:—i.
4. Intégration des éléments simples :

/f(x)dx:/mdx:%/xd—xl_%/xcfl

1
‘—!—C,C’ER.

1 1 1
:§ln|x—1|—§ln|x+1|+C:—ln

2 r+1

c¢) Pour intégrer la fonction rationnelle

N(z) 23—2%-30x+2
D(z) x? — 2z

on commence par faire une division puisque le numérateur a un degré supérieur
a celui du dénominateur.

1. Division de N(z) par D(x) :
23— 2% 3z + 2 T —2

1
_ 1- S
f(z) 2 _ o T x2 — 2 T x

2. Intégration :

g% — 2 1
/f(x)dx:/x xz 50 + dx:/(x—i—l——)dx
T4 — 2% x

2

:%—i—x—ln\xl—i—C, CeR.

N(z) 9x
D(z) 1022 —z—2°
1. Factorisation du dénominateur : D(z) = 1022 — x — 2 = (22 — 1)(5z + 2).

d) Soit la fonction rationnelle f(z) =
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2. Décomposition en éléments simples :

9z A n B Az +2)+ B2z —1)
(22 —1)(5zx+2) 20—1 5z+2  (22—1)(bz +2)
3. Identification des numérateurs 92z = A(bz +2) + B(2z — 1)
1 9 2 18 9
Pourx:—ona—:—AetA—l pour x = —— ona —— = ——B et
2 2 5 5 5
B=2.
4. Intégration des éléments simples :
9z dx dx
————dx = 2
/f /10952—35—293 /2m—1+ b + 2

ln]2x—1\+ ln\5x+2l+C C eR.

1.35 Dans toutes les solutions m—dessous, C demgne une constante réelle quelconque.
9 1 7
21 —-1]-—+4+C b) —In|2x - 5| - —= +C
8) 2mle =1 =277+ ) g2 =5l -

Solutions détaillées

N 2
a) Soit la fonction rationnelle f(x) = Dgg = (mx_+1;2'

1. Le dénominateur est déja factorisé. Il possede une racine réelle double.

2. Réécriture du numérateur, afin de faire apparaitre un multiple de (z — 1) :
2e+7=2(x—1)+09.

3. Décomposition en éléments simples :

2047 2@-1)+9 2 )
f(x)—(x_l)z_ (x —1)2 _x—1+(€'3—1)2'

4. Intégration des éléments simples :

/f /(2m_+1)7 dx:/%dx—i-/ﬁdm

9
=2lnfr 1| - —=+C, CeR.
x_

N 1
b) Soit la fonction rationnelle f(z) = Dgxi = 12 x;(_) o5
x x? — 20x

1. Factorisation du dénominateur : D(z) = 4% — 20z + 25 = (22 — 5)°.

2. Réécriture du numérateur, afin de faire apparaitre un multiple de (22 —5) :
7

1= e84

3. Décomposition en éléments simples :

r+1 _%(21‘—5)4-%_1 N
22200 +25  (22-5)2 2 2r—5

1 7 1
2

f(x):4 .(2$—5)2.
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4. Intégration des éléments simples :

z+1 17 1 7 1
Yo = de = do+ 2 [ ———d
/f e /4x2—20x+25x 2/2x—5 x+2/(2x—5)2x

1 7
— Cl|2r -5 R.
4n|x 5] 4(2x_5)—|-C,C'6

1.36 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

a) larc‘can <23 > +C d)

1 1
3 ~In(a? —|—9)—§arctan<3>—|—0

2

b) In(z? 4 4) — %arctan < > +C e) 1—70 In(5z2 + 6) — 4/ 135 arctan (\/%:U) +C

2 - _
¢) =3ln(z? —z+2) +C ) ~ 3In(4x . 4r +2) arctan 51295 1) L
_ Solutions détaillées -
N(x) 2

a) Soit la fonction rationnelle f(x) = D) =710
x x

1. Le dénominateur est irréductible sur R.

2. Réécriture du dénominateur sous la forme A(u? + 1) :

9 42? 27\ 2

La fonction a intégrer s’écrit alors :

2 2 1
f(:l?): 2 = a 2 .
4x4+9 9 (%a;) 1

3. Intégration de I’élément simple :

/f(x)d /42+9x 9/ 2; :gg

1 2x
:garctan(?))—i—C C eR.

N(z) 2z-1

b) Soit la fonction rationnelle f(z) = D(z) 2214
xr) x

1. Le dénominateur est irréductible sur R.

2. Décomposition en éléments simples (afin de faire apparaitre un multiple de
la dérivée du dénominateur comme premier élément du numérateur) :

20— 1 2x 1 _ 2x 1
2214 22414 2214 22414 4 (g)2+1

fz) =
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3. Intégration des éléments simples :

-1 2 1 1/2
- [ 2550 -
244 4+ 4 2 (%)4_1

1
_ 2 _ =
—ln(x +4) 2arctan<2)—|—0 CeR.

c¢) Soit la fonction rationnelle f(z) = D) = — sy
x) a’-x

1. Le dénominateur est irréductible sur R (son discriminant est égal & —7).

2. Décomposition en éléments simples (afin de faire apparaitre un multiple de
la dérivée du dénominateur comme premier élément du numérateur) :
3—6x  —-32x-1) 2 —1

2—z+2 22-z+2 22 —x+2

fz) =

REMARQUE. Ici il n’y a qu’un seul élément simple car le numérateur est
un multiple de la dérivée du dénominateur. La fonction a intégrer est de la

orme )= A- gl(m)

3. Intégration de I’élément simple :

3 — 6z 20— 1
/f(x)dx:/7$2_x+2dm:—3/7x2_$+2dx

:—3ln(x —x+2)+C, CeR

N(z) 22 -1
D(z) a3+22+92+9

d) Soit la fonction rationnelle f(z) =

1. On factorise le numérateur et le dénominateur puis on réduit la fraction :

2?2 -1 (x+1)(x—1) x—1

f(x):x3+x2+9x+9: (x+1)(z2+9) T 2249

2. Le dénominateur est irréductible sur R.

3. Décomposition en éléments simples (afin de faire apparaitre un multiple de
la dérivée du dénominateur comme premier élément du numérateur) :

r—1 3-20-1 1 2 1

_ _ 3 _ 1 _ .
@)= 339~ "9 —2 210 219

4. Intégration des éléments simples :

/f(x / +9 2/m2+9 / 1/3

1./, 1
—iln(x +9)—§arctan(3)+(§’ C eR.
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Trx — 2

e) Soit la fonction rationnelle f(z) = 5216
x

1. Le dénominateur 522 + 6 est irréductible sur R.

2. Décomposition en éléments simples : On réécrit le numérateur afin de faire
apparaitre un multiple de lla dérivée du dénominateur comme premier élé-
ment du numérateur :

Tr — 2 _ Tx 2 _ 7 10x 2
522 4+6 52246 52246 10 52246 52246

3. On rééerit le dénominateur du 2¢ élément sous la forme A(z? + 1) :
2 2 1 1
2 - 522 3, =Nz
PG e(F A1) 3 () 4

4. On integre les éléments simples :

Edm— / / dr
5224+6 10 5m2+6 K]
E'T
7
=—1
10 n(5z% 4+ 6) — \/>/ dz
E'T
2
= 1—70ln(53:2 +6) — \/1—5arctan (\/%CE) +C, CeR.

1—-3x

f) Soit la fonction rationnelle f(z) = "t
x? — 4z

1. Le dénominateur 422 — 4x + 2 est irréductible sur R (son discriminant est
égal & —16).

2. Décomposition en éléments simples : On réécrit le numérateur afin de faire
apparaitre un multiple de la dérivée du dénominateur (égale a 8x —4) comme
premier élément du numérateur :

1 -3z _—%(8x—4)—%_
402 —dx +2 4?2 —dx+2

8r —4 1 1
42 — 4z +2 2 422 —Ax+2°

3
8

3. On réécrit le dénominateur du 2° élément sous la forme A(u? + 1) en com-

plétant le carré :
1 1

A2 —dz+2 (z—12+1

4. On integre les éléments simples :

/ 1-3x / 8r —4 1 1 d
dr = — €T — — [E— T
422 — 4z + 2 8) 4x? — 4z +2 2/ 2z-1)2+1

3 1
=3 In(4z? — 4z 4 2) — Zarctan 2x—1)+C, CeR.
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1.37

Mathématiques 2 37



Chapitre 1 — Calcul intégral

a) 10 e) 1/8
b) diverge vers —oo f) 4m
c) In(6/5) g) diverge vers +00
d) diverge h) 1
1.38 a) 3/2 e) 1/1n(2)
b) diverge vers +oo f) diverge
c) 4 g) 0
d) m h) diverge
1.39 a) L’intégrale diverge vers oo car, pour 0 < x < 7/2 on a
0 <sin(z) <=z et ,1 21>0
sin(z) ~ =z

/21
et / —dx diverge vers +oo.
0o

b) L’intégrale converge car, pour tout > 1 on a 22 > z ou encore —2? < —z. De
plus 'exponentielle étant une fonction croissante (et positive) on a

2’ < —x = 0<e ¥ <e"
+00 +oo 2

Comme l'intégrale / e~ *dx converge, I'intégrale / e~ % dx converge aussi.
1 1

%
2

+00
REMARQUE. En fait on peut montrer que / e dy =
0

c) L’intégrale diverge vers +oo car, pour tout x > 1 on a

+e "

e >0 etdonc

v

1
->0
T T

+o0 1
et / —dx diverge vers +oo.
1z

+oo
1.40 a) Onal(x+1)= / te~'dt et on peut effectuer une intégration par parties
0

en posant
u=t" et dv = e tdt
ce qui nous donne
du = xt® Ldt et v=—e"

On obtient alors

S +OO
+/ 2t LeTtdt
0 0

+oo
= lim —s%° —i—O—i—m/ t*le7tdt = al'(x).

s—+00 0
—_———
=0 =I'(z)

400
Mz+1)= / tYetdt = lim —t%e!
0

s$—+00
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b) Pour z =1 on a

+o0 +o0 s
1) = / e tdt = / e tdt = lim e tdt
0 0

s—+00 Jo

S
= lim —e*+1=1

s—+400

= lim —e~
s—+400

0

c) Restreinte aux entiers n strictement positifs, la fonction Gamma vérifie la re-
lation de récurrence
I'(n+1) =nl'(n), n>1,

et la condition initiale I'(1) = 1. La solution de cette récurrence est

F'n)=(n-1)Ln>1.

y
6
3 WL y=4
1.41 a) A = / (4— (z —1)%)dx ’Jr
! ?I y=(z-1)?
3 32 1 1 ! 1 1
= 2 ) (4_($_1)2)d95:§ -1 1 2 3 ‘
y
! 2 2 T 2
b) A = / 2(1 —2%)dx y==
-1
1 ! y=2 — z2
_ 4/(1—x2)dx:— —/ ]
0 3 —2 -1 1 2 v
Y y=a?
1 1 1 Y=z
c) A = /(\/E—xQ)dx:—
0 3 1 —
-1 1 2
y=aVi—a?

2 2
d) A = / |x| V4 — x2dx
-2

2 16 S
= 2/ ﬂ:\/4—x2dac:§ X AT ! 2
0

—9 4

/4 5m/4
1.42 A= /0 (cos(z) — sin(z))dx + /7T/4 (sin(zx) — cos(z))dr = 3v2 — 1

4 2

y+4 g
1.43 A= Y2 Y ) ay =
/2< 2 4) y="9
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31 1
1.44 a) V:Td'/ —dr = —m-—
1 T x

1 2 1 1512
0 2 0 4 20

145'V:w/l(@_xy_xgdm:_ﬂF3:@f+§%12:Z@

r 4
1.46 V = 7T/ (r? — %) de = gﬂ'?“g

-r

r 2 r
A=2rm Vr2 — z? 1+%da@:2w/ rdx = 4nr?
_r r2 —g _

T
r m
1.47 V= 7T/ (r? — 2%)dx = =h*(3r — h)
r—h 3
_ Solutions détaillées -

Le volume V contenu dans une calotte sphérique de hauteur A découpée dans une
sphere de rayon r est

T 2 r
V:Td'/ r2 — g2 d.%':ﬂ'/ r? —22) dz
r—h( ) r—h( )
31" 3 _p\3
:ﬂlrzx—il :W[TS—%—TQ(T—h)+u‘|
r—h

= % [27“3 —3r3 +3r%h + 13 — 3r2h + 3rh? — h?’}
T wh?

:3pm%wﬂ:§4w—m.

La formule est valable pour 0 < h < 2r.

1.48 D= /QH1+—dm—vr+h%1+¢j

1.49 V—?T/ —dx—ﬂ'etA—Q / id — 400
1 x? 1 x3
1.50 a) Ona
1 471
5 @ 1 16) 111
g — — PR — —_ = — _1 JE— —_
/If(m)dm /_2(8 x°)dx |:81‘ 1 }_2 (8 4) ( 6 1 1
111/4
et la valeur moyenne de f(z) =8 — 2% sur I = [~2,1] est fioy = T/ = %
1
b) La valeur moyenne de f(z) = ———= sur I = [6,12] est fuoy = =

4 + 1

1.51 a) Le graphe de f(x) est représenté en traitillé rouge et celui de F'(x) en trait plein
bleu ci-dessous.
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1.8 Solutions d’exercices choisis

o] + (2 - |z])”

1.52 En posant x = 3tan(t) on obtient

b) F(z) =

dx =3 (1 + tan2(t)) dt

et
dx _ 3(L+tan®(t) 3 14tan’(t) i@t
(94+22)2  (9+9tan?(t))2 92 (1 +tan?(t))?
1 1 1
= dt = — cos(t)dt

27 1+ tan?(t)

27

la derniére égalité étant basée sur I'identité 14 tan?(t) = 1/ cos?(t). Ainsi,

dz 1 9
/m = ﬁ COS (t)dt =
1 sin(t)
Y (t * cos(t)

1 (e (5) +
= — |arctan | =
54 3

5i4 (t + sin(t) cos(t)) + C
1
- (t—l—
x/3

1+ (:c/3)2) ¢

tan(t)

1+ tan2(t)) +C

())+C

L arct (x) to et C
= —arctan | - —
54 3) T 18(9 + 22)
avec C' € R.
VT— 2 2 —2
1.53 /1 L = 2/2 cos®(t)dt = [t + cos(t) sin(t)} _ 1
ES X jus s
2 4 1

1.54 V =21%r2R et A = 47%rR

Q 4
1.55 La valeur de l'intégrale définie / (1 — Asin(x))? dz est minimale lorsque A = —.
T

0

Solution détaillée

Posons G(A) = / (1 — Asin(z))? dz. La fonction G est continue et vérifie
0

+00.
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Cherchons les abscisses des points stationnaires de G (c.-a-d. les valeurs de A pour
lesquelles G’ s’annule) :

a(A) = %ﬁ:‘) _ %/0” (1— Asin(z))? dz = /0” % (1— Asin(z))? da

_ /0” 2(1 — Asin(z)) (= sin(z)) da

Q/OF (A sin?(z) — sin(m)) dx

9 [g (z — sin(z) cos(x)) + Cos(x)]:)r

RAPPEL. /sin2(az)dm = % (x —sin(z) cos(z)) + C, C € R.
Ainsi
G'(A) = %Ef) =2 [g (x —sin(z) cos(z)) + Cos(x)}:

—9 [g (r—0)+ ((=1) — (—1))}
= Amr — 4.

La fonction G posséde donc un seul point stationnaire, qui est forcément un mini-
mum global (puisque G(x) — +oo lorsque © — +00), atteint lorsque

4
G'(A)=0 — At —4=0 — A:;.

T —x)\2 T _ ,—T\2
1.56 a) cosh?(z) —sinh?(z) = (e —|—4e )" _ (e 46 )

- (62z+2+e—2m) _ (6296 —2—{—6_296) _
= 1 =

b) sinh’(x) = cosh(z) et cosh’(x) = sinh(z)

c¢) Rappelons que pour deux fonctions réciproques f et f~! on a

1 r 1
@] = rry
Pour f = sinh et f~! = arsinh on obtient
1 1

[arsinh (2)]" = sinh’(arsinh(z)) - cosh(arsinh(x)) "

De l'identité cosh?(z) — sinh?(z) = 1 on tire cosh(x) = y/sinh?(z) + 1 et la
dérivée de la fonction argument sinus hyperbolique est

1 B 1
\/sinhQ(arsinh(x)) v VP4l

[arsinh(z)]" =

d) arsinh(z) = In(x + V22 4+ 1)

42 Printemps 2025



J.-F. HECHE 1.8 Solutions d’exercices choisis

e) Pour calculer une primitive de la fonction f(x) = v/22 + 1 on commence par
faire une intégration par parties en posant

u=f(x) =Va2+1 et dv =dx d’ou on tire du:%ﬂdw et v=ux.
x

On obtient ainsi

/Mdm:m\/x?——i—l—/\/%dx
= aVa2 +1 - /\/962—61364—/ *

et

/ Va2 + 1dz = % (m\/ 2+ 1+ arsinh(x)) +C

(x\/xQ 1+1In(x + Va2 + )—i—C C eR.

1.57 a) Le théoréme fondamental de I'analyse donne immédiatement que

G'(x) = di /Ox sin?(t)dt = sin®(z).

T

b) Les cing premiéres dérivées de f(x) ainsi que les valeurs, en 0, de la fonction et
de ses dérivées sont

Glz) = /OmsinQ(t)dt ct  G0) = /Oosm?(t)dt:o
G'(x) = sin?(x) et G'(0) = sin?(0) =0
G"(x) = 2sin(z)cos(z) =sin(2z) et G"(0) = sin(0) =0
G"(x) = 2cos(2x) et G’”(O) — 2cos(0) =2
GW(x) = —4sin(2z) et GW0) = —4sin(0)=0
GO)(z) = —8cos(2x) et GO(0) = —8cos(0) = —8.

Ainsi le développement limité d’ordre de 5 de G au voisinage de 0 est le poly-
noéme

S0, 25 8 5 8 AP

T5(x)_,;0 T T TS

1.58 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

LvE=1)
\F+1

/\/_x—l
b) /md \/garctan (x—\;;)—i—(]’

20+ 3 7
c) /mdw In(2? 4$+7)+7arctan <T> +C
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)+c
(4z — V)dx 1

1 9
BT AT 3+ —1 9
) | 52 —gw—12 — 10 0l 3l F gz 2+ C

vr+4 vVe+4-—2
d dr =2V 44+ In|—
>/ P SR Wy

f) /x(x;ldx =2yx +1In(z) +C

Ve —1)
1.59 a) /_11 . +1e_xdx = /_11 exej_ 1dx =In(e®* +1) 11 =1
b) /1 " 22 In(x)de — {%3 (3In(z) — 1)]? _ 1 +92"’3
c) /01 arctan(y/z)dz = [(x + 1) arctan(v/z) — \/EI) = g -1

Q) /1/2 1 J 1/1/2< 1 N 1 >d 11 <2+x)
€T = — T = — 11
_1/2 4 — 22 4/ 9p2\2—2 24z 4 2—x

too o ) ) T
e) / —5—dz diverge vers +4 car lim —— — +00
e In*(x) z—+00 In“(x)

+00 1 + cos?(t)
) [

1 + cos?(t)

1
>—-—>0pourt>m
t t

dt diverge vers 400 (

1.60 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

1 2
a) §(ln |z+1|—-21n |z+2|+In [243])+C  b) In|z| — — T C
1‘ J—

Solutions détaillées

N 1
a) Soit la fonction rationnelle f(z) = Dgg = T T D@1

1. Le dénominateur est déja factorisée et possede 3 racines réelles distinctes.

2. Décomposition en éléments simples : On cherche une décomposition de la
forme

1 A B C

(x+1)(z+2)(z+3) _a:+1+a:+2+x+3

Az +2)(z+3)+Blx+ 1)(z+3)+C(x + 1)(z + 2)
B (x+1)(xz+2)(z+3)

3. Identification des num. : 1 = A(x+2)(z+3)+B(z+1)(z+3)+C(z+1)(x+2)

—

N |

> Pourz=—-1lonal=2A4et A=

> Pourzx=—-2onal=—-BetB=-1.
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1
DPourx:—3ona1:2CetC:§.

La décomposition de f(x) est donc

1 12 112
(z+D(x+2)(z+3) x+1 z+2 x+3

1( 1 1 1 >
2\zx+1 r+2 x+3

4. Intégration des éléments simples :

1
/f(m)dm - / CESE T

1 1 1
—dxr —2 d
(/x+1dx /x+2dw+/m+3 x)

(ln]x—i—l\—2ln]x+2]+ln]x—|—3\)—I—C, CeR.

1
2
1
2

N 2+1
b) Soit la fonction rationnelle f(x) = Dgxi =3 - 2+2 +z
T T° — 2T T

1. Le numérateur est irréductible sur R et la factorisation du dénominateur est
D(z)=2°-222+ 2 =2(2 - 22+ 1) = x(z — 1)

Le numérateur et le dénominateur ne partagent aucune racine ou facteur
irréductible. I1 n’y a donc aucune simplification possible et la fraction est
réduite.

2. Décomposition en éléments simples : On cherche une décomposition de la

forme
2?24+ 1 2?2 +1 A B C
flx) = 2 = 2 = + 2
23 =22 +2  wx(zx-—1) x z—1 (z-1)
_Alz-1?+Bz(z—1)+Czx  A@?—-22+1)+B(x*—2)+Cx
x(x —1)2 B x(x —1)2
_(A+B)2?+(-2A-B+C)z+ A
x(zx—1)2

3. Identification des numérateurs. : 22 +1 = (A+ B)z* 4+ (=24 - B+ C)z + A.

On doit avoir

A+B =1 A =1
—2A-B+C = 0 = B =0
A =1 cC = 2
4. Décomposition en éléments simples finale :
22 +1 22 +1 1 2

fz) = = =

a3 — 222 + x(x—1)2_5+(x—1)2
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5. Intégration des éléments simples :

2?41 1 1
= | =————dzx= | - 2 | —=d
/f(x)dx /x3—2x2+xdx /xdx—i— /(x—1)2 x

2

1.61 Dans toutes les solutions ci-dessous, C désigne une constante réelle quelconque.

2
a) %ﬁ(5x3+21x2+35x+35)+0 d) tan(z) + In|cos(z)| + C

b) % (cos(2z) + 2sin(2z)) + C e) —% +C
c) _ln(xi 1 +C f) cos(z) +1n (1 — cos(x)) + C
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